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G E N E R A L 
1.- INTRODUCCIÓN. 
El presente trabajo tiene por objeto la descripción analítica del pro_ 
ceso de compresión hidrodinámica de un material condensado, de forma esfé-
rica (cilindrica), sometido a una presión exterior generada por una irra-
diación láser intensa, o por compresión debida a la energía liberada en una 
cascara esférica (cilindrica) exterior. 
El análisis permite describir tanto el proceso de compresión de bolas 
liquidas, como la compresión de materiales sólidos sometidos a presiones 
elevadas, por ser en ese caso despreciable los esfuerzos tangenciales fren_ 
te a los normales de presión; el material sólido a presiones y temperatu-
ras elevadas se comporta como un fluido (Zel'dovich, Ya. 8. y Raizer, Yu. 
P.j 1966). 
Cuando la superficie exterior de la esfera (cilindro) de fluido es so_ 
metida a una presión variable con el tiempo, sus capas exteriores adquieren 
un movimiento radial hacia el interior, presionando las capas interiores. 
Las ondas sucesivas de compresión, procedentes de la superficie de la bola, 
se mueven en un medio ya comprimido con una velocidad de propagación supe-
rior a la de las primeras ondas (Whitham, G.B.; 197H), (Landau, L.D. y Lif-
shitz, E.M.; 1959). Cuando la presión exterior es rápidamente creciente, 
las ondas de compresión iniciales son alcanzadas por las ondas sucesivas piu 
diendo generar, por superposición de sus efectos, ondas de choque esféricas, 
que viajan a velocidad supersónica hacia el centro de la bola. 
La sobrepresión existente en el lado exterior de la onda, induce un mp_. 
vimiento radial convergente del fluido, que es reforzado por las ondas de 
compresión que viajan detrás de la onda de choque. Estas ondas de compresión 
posteriores aparecen de modo forzado cuando la presión en la superficie ex-
terior de la bola continúa creciendo, y de modo natural por la necesidad de 
acelerar el fluido, que en su movimiento convergente se encuentra con una 
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sección de paso decreciente. Así pues, en tanto persista el movimiento con 
vergente del fluido, las ondas de compresión que viajan hacia el centro de 
la esfera, alcanzan a la onda de choque y aumentan su intensidad. Este pro_ 
ceso se denomina implosión. 
Cuando la onda de choque alcanza el centro de la bola, se refleja en 
forma de una nueva onda de choque esférica que se propaga hacia el exte-
rior, oponiéndose al movimiento convergente del fluido generado por la on-
da implosiva. La onda explosiva originada se atenúa a medida que se separa 
del centro, al ser alcanzada por ondas de expansión que se generan para 
disminuir la velocidad radial divergente del fluido, que se encuentra con 
secciones de paso crecientes. 
El proceso de compresión puede describirse con ayuda de las ecuacio-
nes de Euler (Courant, R. y Friedrichs, K.O.; 1948) (Stanyukovich, K.P.; 
1960), forma simplificada de las ecuaciones de Navier-Stokes, donde son 
despreciables los efectos viscosos y de conducción de calor en todo el cam 
po fluido, como consecuencia de los valores tan altos del número de Rey-
nolds que se alcanzan. Estos efectos aparecen en las condiciones de salto 
de las magnitudes fluidas a través de la onda de choque (Landau, L. D. y 
Lifshitz, E.M.; 1959). 
La presión en la superficie exterior de la bola puede generarse oor 
una irradiación láser intensa o bien por una onda de detonación iniciada 
en una cascara externa de material detonante. En este último caso, la pre 
sión en la superficie exterior de la bola sube bruscamente a un valor p
 Q 
y posteriormente decrece con el tiempo. 
Cuando en un medio detonante esférico (cilindrico) o en forma de cas 
cara esférica (cilindrica), se inicia la detonación de la superficie exte 
rior, esta se propaga hacia el interior como una onda de choque que com-
prime y calienta bruscamente al material detonante de manera que reaccio-
na exotérmicamente inmediatamente después. Los productos de la combustión 
quedan moviéndose hacia el interior con una velocidad aproximadamente la 
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cuarta parte de la onda. El material, que conserva su estado termodinámico 
inicial hasta ser alcanzado por la onda de choque, se mueve adiabáticamen-
te tras el cortísimo periodo de reacción iniciado con el naso de la onda. 
La onda de choque seguida de la zona de reacción se llama onda de detona-
ción. La onda de detonación va seguida de un sistema de ondas de expansión, 
de manera que las partículas del medio detonado terminan perdiendo la velo-
cidad implosiva comunicada por la onda y adquiriendo una velocidad radial 
expansiva. 
Para calcular la trayectoria de la onda de detonación y las distribu-
ciones de presión, velocidad y densidad detrás de la onda, hay que integrar 
las ecuaciones de Euler del movimiento con las condiciones de contorno de-
ducidas de las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot en la onda de deto-
nación (Landau, L.D. y Lifshitz, E.M.; 1959), (Aguilar, F.; 1972). 
En el capítulo A se han analizado los siguientes problemas: Io) La pro 
pagación de una onda de detonación plana en un medio semi-infinito cuando 
la superficie limite donde se inicia la detonación es una superficie libre 
(de presión nula) y cuando se trata de una superficie rígida. 2o) análisis 
de los primeros instantes del proceso de reflexión y transmisión en forma 
de ondas de choque, de la onda de detonación plana que alcanza un medio semi-
-infinito casi inerte. Se ha calculado el factor por el que hay que multipli 
car la presión detrás de la onda de detonación incidente, para obtener la 
presión inicial, p
 0 , sobre el material a comprimir. También se ha calcula-
do el ritmo inicial de decrecimiento de la citada presión. Problemas análo-
gos han sido estudiados, con procedimientos analíticos aproximados, por 
(Stanyukovich, K.P.; 1960) y mediante análisis numérico por (Fickett, W.; 
1974). 
En el capitulo B se describen los primeros momentos del proceso de com 
presión de una bola cuya superficie está sometida a una presión que en t=0 
sube bruscamente a un valor o . y posteriormente evoluciona con el tiempo. 
Se obtiene la solución de las ecuaciones de Euler escribiendo las distribu-
ciones de nresión, densidad y velocidad en forma de desarrollos en poten-
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cias del tiempo t, o su equivalente; en potencias de la distancia recorrida 
j por la onda de choque, medida desde el radio inicial. Como parte de la solu 
ción se obtienen las posiciones de la superficie exterior de la bola y de 
la onda de choque. Estos cálculos se han realizado para ecuaciones de esta-
do del medio fluido arbitrarias. 
La solución obtenida, cuando la presión en la superficie exterior no va 
ría mucho con el tiempo, puede describir el proceso implosivo hasta que la 
onda de choque ha alcanzado radios del orden de la mitad del inicial. No es 
posible, sin embargo, obtener soluciones analíticas de las ecuaciones de 
Euler, que sean válidas en cualquier instante. Para obtener una solución vá-
lida en todo el campo es necesario integrar las ecuaciones, bien utilizando 
el método dé las características (Courant, R. y Friedrichs, K.O.; 1948), 
(Stanyúkdvich, K.P.; 1960), o bien utilizando algún método de incrementos fi 
nitos y modelo de viscosidad artificial como el de Von Neumann. 
En los últimos momentos del proceso implosivo, la onda de choaue se ha-
ce muy intensa. La velocidad de la onda y las presiones generadas inmediata-
mente detrás de ella, tiende a infinito cuando su radio tiende a cero; sin em 
bargo la densidad se mantiene finita. 
Es posible describir la distribución de presiones, densidades y veloci-
dades en los últimos momentos de la implosión mediante una solución de seme-
janza de las ecuaciones de Euler (Guderley, G.; 1942), (Sedov, L.I.; 1959), 
válida para medios con ecuaciones de isentropía de la forma p/p constante. 
Para sólidos sometidos a presiones elevadas, la relación de calores es 
pecífieos, Y, no es constante; sino que varía lentamente con la presión. Sin 
embargo, la descripción del proceso de compresión en la región central puede 
hacerse con buena aproximación suponiendo Y constante, si se elige el valor 
apropiado para la gama de presiones alcanzadas. Por esta razón es aconseja-
ble hacer una descripción de la solución de semejanza para todos los valores 
de Y del intervalo (1,"). 
Existen integraciones numéricas para Y = 1 . 2 , 1.4, 5/3 y 3 (Guderley, G.; 
1942), (Butler, D.S.; 1954), (Welsh, R.L.; 1957), (Somon, J.P.; 1971). En el 
capítulo C se completan estos cálculos numéricos con una descripción anallti-
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ca de la solución para valores de ( Y - D pequeños y el comportamiento asin-
tótico para Y*". También se incluye un análisis de los puntos críticos de 
las ecuaciones, necesario para el posterior cálculo numérico con cualquier 
valor Y. La solución numérica de las ecuaciones, que describen las últimas 
etapas de la implosión como las primeras de la explosión, se presentará en 
un trabado posterior. 
Las soluciones analíticas obtenidas tanto para los primeros como los 
últimos instantes del proceso de implosión, no solo son de utilidad rjara 
la información cualitativa y cuantitativa que proporcionan sobre el proce_ 
so de implosión,sino que además pueden utilizarse como soluciones de prue 
ba de procedimientos y códigos de integración numérica de las ecuaciones. 
2.- LISTA DE SÍMBOLOS. 
La lista de símbolos que se da a continuación es válida para todos 
los capítulos. Los símbolos específicos de cada capítulo se indicarán al 
comienzo de cada uno. 
c, Velocidad del sonido en el medio. 
c , Calor específico a presión constante. 
c , Calor específico a volumen constante. 
D, Velocidad de propagación de la onda. 
e, Energía interna por unidad de masa. 
2 
f, Presión adimensionalizada f=p/pQD . 
j, Factor geométrico.i=0, caso plano. j=l, caso cilindrico. 
i=2, caso esférico. 
p, Presión. 
q, Calor liberado por unidad de masa en la combustión del material 
detonante. 
r, Coordenada radial. 
RQ, Posición de la superficie exterior en el instante inicial. 
Rg, Posición instantánea de la onda de choque. 
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S, Entropía. 
s, Entropía específica. 
t, Tiempo. 
u, Velocidad. 
x . Definido en ecuación (4.2) 
s 
C, Definido en ecuación (4.1) 
•, Velocidad adimensional ^ =u/D. 
• , Densidad adimensional T|»=P/PQ. 
Y, Relación de calores específicos Y=C /C . 
* - ' p v 
p, Densidad. 
p~, Densidad del material no alcanzado por la onda. 
6 . Definido en ecuación (4.7). 
s 
3.- ECUACIONES DEL MOVIMIENTO. 
Las ecuaciones que gobiernan el movimiento unidireccional de un 
fluido no viscoso y sin conducción de calor son: (Stanyukovich, K.P.; 
1960). 
- Ecuación de la continuidad: 
Jf i - + - i í f iüL + J£2L-. o (3.1) 
3t 3r r 
- Ecuación de la cantidad de movimiento: 
3u 3u 1 3p , ,. 
3t 3r p 3r 
- Ecuación de la energía: 
_2l_ = (_J_
 + u — L ) 8 - , o (3.3) 
Dt 3t 3r 
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Estas ecuaciones han de ir acompañadas de las ecuaciones de estado 
necesarias, condiciones iniciales y condiciones de contorno, 
En lo relativo a las ecuaciones de estado, a la vista de la ecua-
ción de la energía (3,3), solo necesitamos conocer la entropía especifi 
ca, s, como una función arbitraria de una función entrópica S, función 
conocida de la densidad y de la presión, es decir: 
s = s{S(p,p) } (3.4) 
Con ayuda de la ecuación de estado (3.4), la ecuación de la energía 
(3.3), se puede escribir: 
J Hs Y ( P ? P ) _ D P _ = 0 ( 3 # 5 ) 
P Dt p Dt 
Para lo cual hemos puesto: 
(JLo /(2£-)o 
3p V 3P P 
= - ( - ^ - ) s = - c 2 = - - H - Y (p ,p ) ( 3 . 6 ) 
3p p 
Y es la relación de calores específicos c /c , aue es una función 
p v 
de la presión, y la densidad, c es la velocidad del sonido en el medio, 
también función de la presión y la densidad. 
Utilizaremos estas ecuaciones para la región eomorendida entre la 
superficie exterior del material y la onda. 
En lo relativo a las condiciones de contorno, las condiciones que 
hemos de imponer son las condiciones de salto a través de la onda (de 
choque o de detonación). 
Para ondas muy intensas (presión detrás de la onda mucho mayor que 
la presión delante), las condiciones de salto a través de la onda son: 
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0 (D-u ) = p„D (3.7) 
s s u 
Ps + Ps(D"us)2 B p0° 2 (3'8) 
Ps 1 2 1 2 
e + q + — = - + — (D-u ) = — ü (3.9) 
p . 2 s 2 
donde el subíndice s se refiere al estado del fluido detrás de la onda, 
D es la velocidad de propagación de la onda, p_ es la densidad del mate_ 
rial delante de la onda y q es el calor, por unidad de masa, liberado 
en la combustión del material detonante al paso de la onda, q es cero 
en el caso de ondas de choque y es un dato que depende del material de-
tonante en el caso de ondas de detonación. La velocidad y posición de 
la onda han de calcularse como una parte más de la solución del nroble-
ma. 
.- CAMBIO DE VARIABLES. 
La onda va a estar situada a una distancia R eme en general det>en 
s - -
derá del tiempo. Con objeto de situarla en una coordenada fi-ía, vamos a 
utilizar la variable £ definida como: 
£
 = 2_ (4.1) 
R - R. 
s 0 
de esta forma, la onda está situada siempre en £ = 1. 
Como tiemDO adimensional utilizaremos una variable equivalente, que 
va a ser la posición instantánea de la onda de choque, es decir: 
R - R. 
X., = — 2 2- (,.2) 
S 
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x es nula en el instante inicial (R =Rn) y vale -1 cuando la onda llega 
S 5 v " 
a r=0 (Rg=0). 
A la vista de las ecuaciones (3.7) y (3.8), como variables dependien_ 
tes utilizaremos: 
t(etxB) = £ Í £ ¿ 1 ; # ( 5 ^ ) . Hí£i£l, f(5 ,x s) = EÍEjSL (u.3) 
D(t) P0D (t) 
Con los cambios de variable C+.l), (4.2) y (4.3), las ecuaciones del 
movimiento (3.1), (3.2) y (3.5) se pueden escribir como: 
(•-O Jl_+*-Ji-+Xli J L 
^
x
« 
l+xsC 
(4.4) 
,. „. 3* 1 3f 3<|> 
(•-5) — — + + x — x - = -e * 
35 * ag 3xe 
s 
(4.5) 
(•-5) 3f yf H 
L35 * 3C 
+ x 
3f _ yf H 
3x if> 3x_ 
s T s-
-26 f (4.6) 
s 
siendo 6. 
x x 
s s (4.7) 
x y x representan la derivada primera y sepunda de x con respecto al 
s s s 
tiempo. 
Las condiciones en la onda (3.7), (3.8) y (3.9) quedan: 
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f(l,x ) = *(l,x ) (4.9) 
S 5 
V" S 1 2 s
 = _¿_^(1 > X) (4.10) 
D2 2 
Estas ecuaciones han de ser acompañadas por una condición de contor 
no adicional en la superficie libre, cuya posición £ _(x ) ha de determi 
narse, y por las condiciones iniciales apropiadas. Como parte de la solu 
cifin se obtendrá x (t) v por lo tanto 8 (t) y D(t). 
s s 
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CAPITULO A 
CAMPO FLUIDO DETRAS DE UNA ONDA DE DETONACIÓN PLANA.DEFLEXIÓN EN UNA 
PARED RÍGIDA Y POSTERIOR EVOLUCIÓN DE LA ONDA DE CHOQUE REFLEJADA. 
1.- INTRODUCCIÓN. 
En este capítulo estudiaremos el campo fluido detrás de una onda de 
detonación plana, su reflexión en forma de una onda de choque en una pa-
red rígida y su posterior evolución, para tiempos pequeños a partir del 
instante de la reflexión. 
Los productos de la detonación quedan moviéndose detrás de la onda 
de detonación homentrópicamente, debido a que la onda avanza con veloci^ 
dad constante. 
Cuando la onda de detonación alcanza la pared rígida, se refleia en 
ella como una onda de choque, ouesto que los productos de la detonación 
se encuentran ya quemados. Como la onda de detonación pone en movimiento 
a los productos de la combustión, la onda de choque reflejada se encuen-
tra con un fluido en movimiento y con un campo de presiones y densidades 
variables. En estas condiciones el movimiento detrás de la onda de cho-
que reflejada no puede considerarse homentrónico. Cada partícula alcanza 
da por la onda de choque aumenta su entropía y la conserva posteriormen-
te, pero este aumento de entropía es distinto para partículas alcanzadas 
oor la onda de choque en instantes diferentes. 
En la Fig. A01 se presenta un esquema del problema a resolver. 
El mismo problema oue aouí presentamos fui tratado numéricamente oor 
(Fickett, W.; 1974), para casos en que la superficie donde se refle-ia la 
onda de detonación no es rígida. Un problema análogo a la reflexión de la 
onda de detonación en la pared rígida fué estudiado ñor (Stanyukovich, 
K.P.; 1960) admitiendo que después de la reflexión el movimiento es homen 
trópico y utilizando la solución general del movimiento' homentrónico y no 
estacionario de un gas. 
- 1 2 -
SUPERFICIE EXT. 
DEL DETONANTE 
EN UN INSTANTE 
t > 0 
p=0 
VACIO 
SUPERFICIE EXT. 
DEL DETONANTE 
EN EL INSTANTE 
INICIAL 
1 
MATERIAL 
P 2 ( r , t ) 
P 2 ( r , t ) 
U 2 ( r , t ) 
DETONADO 
ONDA DE 
DETONACIÓN 
PARED 
RÍGIDA 
P1=° 
u , s 0 
I 
MATERIAL SIN DETONAR* / 
r RSL Ro 
Fig. A01.- Díagrana del problema a resolver en el capitulo A. 
ONDA DE 
DETONACIÓN 
D(t0tt) 
Fig. A02.- Campo de velocidades detras de la onda de detonación como función 
de la posición y del tiempo. Superficie exterior libre. 
U-
1 
T+l 
SUPERFICIE 
EXTERIOR 
ONDA DE 
DETONACIÓN 
D(tQ+t) 
Fig. A03.- Campo de velocidades detris de la onda de detonación como función 
de la posición y del tiempo. Superficie exterior rígida. 
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2.- LISTA DE SÍMBOLOS. 
Los símbolos que se dan a continuación complementan a la lista gene-
ral de símbolos y son específicos de este capítulo. 
a, Coeficiente que determina la velocidad y presión detrás de la onda 
de choque reflejada. Ecuaciones (A5.13) y (A5.14). 
b, Coeficiente que, junto con a, determina la densidad detrás de la on-
da de choque reflejada. Ecuación (A5.15). 
e, Coeficiente que determina la velocidad de propagación de la onda de 
choque reflejada. Ecuación (A5.16). 
F, Definido en la ecuación (A5.8). 
H, Definido en la ecuación (A5.9). 
p, Definido como Po/Paog* 
tQ, Tiempo que tarda la onda de detonación en llegar a la pared rígida. 
ü", Definido como u/D. 
v, Definido en la ecuación (A5.7). 
tú, Velocidad de propagación de la onda de choque reflejada. 
w-, Velocidad de propagación de la onda de choque reflejada en el instante 
inicial. 
x, Definido como r/RQ. 
5, Definido en la ecuación (A3.M-). 
ir, Definido como P3os/P20s« E c u a c í ° n (A1* •'O. 
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p, Definido como P 3/P 3Q S« 
T, Definido como t/tQ. 
Subíndices: 
2, Magnitudes detrás de la onda de detonación. 
3, Magnitudes detrás de la onda de choque reflejada. 
3Q } Magnitudes justamente en la onda de chooue o de detonación en el ins 
tante de la reflexión (t=0). "" 
2s 
3 } Magnitudes justamente en la onda de choque o de detonación en cual-
quier instante distinto de t=0. 
.- CAMPO FLUIDO DETRAS DE LA ONDA DE DETONACIÓN ANTES DE LA REFLEXIÓN. 
Este movimiento es homentrópico, pues la onda de detonación avanza con 
velocidad constante y genera en todas las partículas el mismo salto de entro 
pía. 
Las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.5) para el movimiento plano e isentró-
pico de un gas perfecto quedan: 
3p« du. 3p 
, = - + P 2 + u 2 ° (A3.1) 
3t dr 3r 
3u 3u i 3P2 
£- + u2 =- + =- = 0 (A3.2) 
3t 3r p2 3r 
p2 
= constante (A3.3) 
p2 
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haciendo el cambio de variable 
C = 
R0-r 
V* 
(A3.U) 
donde t es el tiempo medido desde el instante en que la onda de detonación 
llega a r=0. 
Las ecuaciones (A3.1), (A3.2) y (A3.3) se reducen a: 
dp, du. 
(u,-C) — + p-, — = 0 
¿
 dC dC 
(A3.5) 
c« dp du. 
-J- L. + (u.-5) 2. 
P2 d5 ^ dC 
= 0 (A3.6) 
2 ^2 
c2 = y — 
P2 
(A3.7) 
Para que el sistema de ecuaciones (A3.5) y (A3.6) tenga solución dis_ 
tinta de la uniforme, d(c)/dC=0, ha de ocurrir 
vc 
2, 
C2/P2 V C 
= 0 (A3.8) 
La ecuación (A3.8) nos dá 
5 s u2 ± C2 
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en esta ecuación elegimos el signo •'más", debido a que la presión ha de alean 
zar su valor máximo detrás de la onda de detonación. Por tanto: 
? • u2 + c2 (A3.9) 
Con (A3.9) y (A3.5) ó (A3.6) obtenemos: 
u„ 
*2s 
'2s 
Y+l u, 2s 
T-l U2s
 1 , C 
*2s '2s J 
<A3.10) 
'2s Y+l C, 2s 
2 
Y+l 
Y-l U2s 
- 1 
2 c 2s 
(A3.ll) 
P, c 2Y/Y-1 
-i- * ( L-) 
J2s *2s 
(A3.12) 
>« c. 2/Y-l i- = ( L.) 
'2s '2s 
(A3.13) 
el subíndice 2s indica el valor de las magnitudes alisto detrás de la onda de 
detonación. 
Por la-hipótesis de CHAMAN 6 JOUGUET (Landau, L.D. y Lifshitz, E.M.; 
1959) la velocidad de nronagación de una onda de detonación, relativa a unos 
ejes que se mueven con la velocidad del fluido inmediatamente detrás de la 
onda, u_ , es igual a la velocidad del sonido en el fluido justo detrás de la 
onda, c_ . 
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Para unos ejes ligados a tierra será: 
D
 "
 u2s + c2s 
(A3.14) 
Con la ecuación (A3.14), las condiciones detras de la onda de detona^ 
ci5n (3.7), (3.8) y (3.9) quedan: 
'2a Y+1 
po Y 
(A3.15) '2s 
p o D Y+1 
(A3.16) 
*2s 1 
Y+1 
(A3.17) *2s _ y 
D Y+1 
(A3.18) 
D =V 2(Y 2-Dq (A3.19) 
Con las condiciones (A3.15) a (A3.18), las ecuaciones (A3.10), 
(A3.12) y (A3.13) se reducen a: 
Y+1 L D ( t 
.2 
(t0+t) " J 
Po = f-1K-Y+1 R 0 -r 
p2 = p 0 
Y+1 _ 1 _ 
Y 
I+ (Y-D 
D(tQ+t) 
D( t Q + t ) 
J J 
2Y/Y-1 
(A3.20) 
(A3.21) 
\ 2/Y-l 
\ (A3.22) 
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La posición de la superficie exterior, donde p_ = 0, viene dada por: 
t 0 + t 
RSL = R0 + D — — (A3*23) 
Y-l 
El tiempo que la onda de detonación tarda en alcanzar la pared rígida, 
V es: 
tQ = -_ (A3.24) 
D 
En la Fig. A02 se ha representado el campo de velocidades en función de 
la variable de semejanza _______ . 
D(tQ+t) 
En el caso en que la superficie exterior se mantuviese siempre en ?.Q, de 
bido a una pared rígida que la soportase, el campo de velocidades sería el re 
presentado en la Fig. A03. En este caso, las expresiones analíticas de la so-
lución serían: 
1 V r 
a) Intervalo — — "i ___________ í i , Son válidas las mismas expresiones 
2 D(tp+t) 
(A3.20), (A3.21) y (A3.22) del caso sin pared rígida. 
Vr i 
b) Intervalo 0 ^  —-—-—-—- ^  . 
D(tQ+t) 2 
u2 = 0 (A3.25) 
p0 ü 2 Y+1 2y/y"1 p = — 2 (-_£-_-) (A3.26) 
Y+1 2y 
P2 = PQ - 2 — - (—2-) Y" (A3.27) 
Y 2Y 
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»*•- REFLEXIÓN EN LA PARED TOTALMENTE RÍGIDA. INSTANTE INICIAL. 
Cuando la onda de detonación se encuentra con la Dared rígida (r=0, 
t=0), se refleja como una onda de choque, puesto que se encuentra con los 
gases producto de la detonación que ya no son inflamables. La Fig. A04 es 
un esquema de la onda de detonación antes de la reflexión y la onda de cho 
que después de la reflexión. 
Las condiciones de salto a través de la onda de detonación en cual-
quier instante, en particular un instante antes de la reflexión y las con 
diciones de salto a través de la onda de choque un instante después de la 
reflexión, nos proporcionan las ecuaciones necesarias para determinar la 
presión, densidad y velocidad de la onda de choque reflejada en el instan_ 
te de la reflexión. 
Las condiciones de salto a través de la onda de detonación son las 
ecuaciones (A3.15), (A3.16), (A3.17) y (A3.18). Las condiciones de salto 
a través de una onda de choque, cara un gas perfecto (Landau, L.D. y 
Lifshitz, E.M.; 1959); son: 
P3s <Y+*>P3s+<Y*i>P28 
P2s (Y-Dp38+(T+l)p20 
(A4.1) 
,
 x2 Y-1 P3s ,„ y+í P2s » ,.. ~\ 
(IÚ-U-) = —¡ (1 + — ) (A4.2) *3sJ 2 p3s Y"1 P3s 
t>, U-M, ) 2
 s Y-1 *2, (1 ^ y+1 ^3S 
2S _ ,. 
2 p2s Y"1 ?2S 
) (AU.3) 
Las ecuaciones (A3.15), (A3.16), (A3.17) , (A3.18), (A4.1), (A4.2) y 
(AU.3) hay que particularizarlas en el instante de la reflexión (t=0). 
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GASES 
QUEMADOS 
ONDA DE 
DETONACIÓN 
P2(r»t) 
ii2Cr,t) 
! 
Pi=Po 
"1=0 
MATERIAL 
SIN 
DETONAR £ 
1 I 
PARED RÍGIDA 
GASES 
QUEMADOS 
P2<r,t> w 
p2 (r , t ) 
U 2 ( r , t ) 
ONDA DE 
CHOQUE REFLEJADA 
PJM) ¿ 
F3(M) ¿ 
u,(r,t) ¿_ 
I 
QEMADOS /, 
* 
GASES 
PARED RÍGIDA 
Flg. AOH.- Esquema de l a onda de detonacién antes de l a reflexifin, y 
de l a onda de choque reflejada. 
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Utilizamos las ecuaciones (A4.1), (A4.2) y (AH.3) en lugar de (3.7), 
(3.8) y (3.9), porque en este caso la onda de choque no es intensa, ya 
que p 3 g * p 2 s. 
La_presi6n, densidad y velocidad de la onda de choque en el instan-
te de la reflexión son: 
P30s _ 5 Y + 1 + Y 1 7 Y +2y+l ,^ ^ 
P20s *Y 
P30s _ Uy2+Y+1 +V17y2+2y+l (A4.5) 
p 2 0 g 2(2Y +r-D 
-Ü2. - Y-3+Vl7Y2+2yH 
D 4 (Y+D 
(A4.6) 
5'.- CAMPO FLUIDO DETRAS DE LA ONDA DE CHOQUE REFLEJADA PARA VALORES PEQUEMOS 
2L*£o5. 
La onda de choque reflejada se encuentra con los gases producto de 
la detonación, cuyo movimiento está descrito por las ecuaciones (A3.20), 
(A3.21) y (A3.22). Dado que la onda de choque se encuentra con un fluido 
en movimiento, en estas condiciones no puede considerarse homentrópico el 
movimiento detrás de ella. Las partículas fluidas conservan su entropía 
después de atravesar la onda de choque, pero con uh valor diferente para 
cada una. 
Las ecuaciones que describen el movimiento detrás de la onda de cho-
que van a ser las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.5) con j=0 y y=constante. 
Las condiciones en la onda de choque van a ser (A4.1), (A4.2) y (At.3) y 
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en la pared rígida en el instante inicial, las condiciones (A4.4), (A4.5) y 
(A4.6). 
Haciendo los cambios de variable: 
-
 P3 - p3 - u r t P = ; P * — ; u = — ; x = ; T = — 
P30s 30s D R0 tC 
. • o P30s (2y2+Y+l)(5Y+l+ ^17Y 2+2Y + 1) y llamando: B = — 
p_„ D2 2Y 2(Y+D 2(^Y+Y+1+V^ 17yz+2Y+l) 
ous 
las ecuaciones se reducen a: 
3p — 3u — 3p . ,.„ .. 
— — + p + u — — = 0 (A5.1) 
3T 3X 3X 
3u — 3u 8 3p . ,._ _x +u + — £-= 0 (A5.2) 
3T 3X p 3X 
(JP^+u-ÍP-) - -1JL (J2-+ ñ-*£-) = 0 (A5,3) 
3T 3X p 3T 3X 
Las condiciones de contorno en la pared rígida se reducen a: 
u = 0 en x=0 (A5.*0 
p" = 1 en x=0 y T=0 (A5.5) 
F = 1 en x=0 y T=0 (A5.6) 
Para x « 1, las ecuaciones (A5.1), (A5.2) y (A5.3) admiten soluciones de 
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la forma: 
u = 0 + TV(X/T) 
p = 1 + TF(X/T) 
p"= 1 + TH(X/T) 
(A5.7) 
(A5.8) 
(A5.9) 
Estas soluciones ya cumplen las condiciones (A5.4), (A5.5) y (A5.6), 
El sistema de ecuaciones (A5.1), (A5.2) y (A5.3) se reduce a: 
H - <J£-) _ 2 L _
 + _ J L _ = o 
T d(x/t) dCx/r) 
(A5.10) 
v . ( JL.) -J32L- + 0 -JL-. = o 
T d(x/x) d(x/t) 
P - (JL.) _ ¿ L _ -
 T 
T d(x/T) 
|"H - (JL.) -ÉÍL-1 = o 
L T d(x/OJ 
(A5.ll) 
(A5.12) 
La solución de las ecuaciones (A5.10), (A5.ll) y (A5.12) nos dS: 
u3 = a 
P3 " P30s (1 ar-S-) 
P3 = p30s 1 . JL. (a.b J L ) 
t« Dt 
(A5.13) 
(A5.14) 
(A5.15) 
siendo la velocidad de propagación de la onda de choque: 
u = w- (1 - e (A5.16) 
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Las constantes a, b y e hay que determinarlas con las condiciones 
en la onda de choque (A4.1), (A4.2) y (A4-.3), teniendo en cuenta que 
las magnitudes con subíndice s están particularizadas en la onda de cho 
que. Es decir, hay que poner r - R (t). De la ecuación (A5.16) se obtie 
ne: 
R (t) 
s 
c0t (1 + (A5.17) 
Siendo u = 
dR 
dt 
Al introducir las ecuaciones (A3.20), (A3.21), (A3.22), (A5.13), 
(A5.14), (A5.15) y (A5.16), particularizadas en la onda de choque (ecua 
ción (A5.17)),en las ecuaciones (A4.1), (AU.2) y (AH.3) se obtiene el 
siguiente sistema algébrico de ecuaciones que nos determina las constan 
tes a, b y e. 
1-
2 
(Y2-l)(ir2+l)+2(Y2+l)ir 
a + b 2 8fff 
Y (Y2-l)(Tr2+l)+2(Y2+lH 
(1 
3-Y + 
1+ Y-l 
Y+l 
u, 
a + b - 2e = 
2(1- -1) 
D 
< Y-l 
1 + —! ff 
Y+l 
1+ 
Y-l 
Y+l 
. ir 
• ir 
Y-l 
Ya -
i), 
(Y+D-
I-(Y+I) 
(ú< 2e = 
1-(Y+D 
ID, 
2(Y-D 
1+ Y+l 
Y-l 
1_ 
ir 
(1 -
U, 
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Para el caso de y = 3, este sistema de ecuaciones nos dá: 
p3 = P 3 0 sd - 2.994 — ) (A5.18) 
p3 = p30s ( 1 " °*0 3 7 ~ ~ °*9 9 8 ~ 5 (A5.19) 
R0 t0 
u = w (1 - 0.119 — ) (A5.20) 
*0 
u, = -DÍ0.998 — ) (A5.21) 
La solución de este mismo problema, obtenida por (Stanyukovich, K.P.; 
1960) sería válida para todo instante si fuese homentrópico el movimiento 
detrás de la onda de choque. Esto no es cierto salvo de un modo aproxima-
do; los efectos de la no-homentropia se detectan incluso para tiempos pe-
queños a partir del instante de la reflexión. La solución obtenida por 
Stanyukovich, desarrollada para (t/tQ)«l, coincide sin embargo con nues-
tra solución de un modo aproximado. Por ei'emplo, para y = 3 obtenemos 
a = 0.998, b = 0.037 y e = -0.119 frente a a=l, b=0 y e = -0.167, que se 
obtienen a partir de la solución de Stanyukovich. 
6.- CONCLUSIONES. 
Cuando se tiene una esfera (cilindro) de material condensado que se 
quiere comprimir, rodeándolo de una cascara de material detonante; el pro 
blema de determinación de la presión en la superficie de separación mate-
rial detonante-material inerte, es análoga a la expuesta en este capitulo. 
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Hay dos diferencias a tener en cuenta. La primera es que la onda de detona^ 
ción se mueve a la velocidad de CHAPMAN-JOUGUET solo en el instante ini-
cial, ya que se acelera posteriormente por efecto de la convergencia geomé_ 
trica. La segunda se debe a que la superficie de separación de ambos materia 
les no permanece rígida. Sin embargo la velocidad de la superficie de sepa 
raci6n es pequeña, comparada con la velocidad de la onda de detonación, 
cuando la relación de densidades material inerte a material detonante es 
grande. 
Cuando el espesor de la capa detonante es pequeño comparado con el ra 
dio total de la esfera (cilindro), la evolución del campo fluido detrás de 
la onda de detonación en toda la capa de material detonante es, en primera 
aproximación, la solución del caso plano que hemos resuelto. En estas con-
diciones los resultados obtenidos nos proporcionan el orden de magnitud 
de los datos necesarios para otros problemas. En particular la evolución de 
lá presión en la superficie rígida, ecuaciones (A3.16), (AU.4) y (AS.lf), 
que sería dato para el desarrollo del capítulo B. 
Dentro de la aproximación plana, no afecta para nada el que la super-
ficie exterior del detonante esté soportada por una pared rígida. Su efec-
to se notarla en tiempos posteriores a la reflexión de la onda de detona-
ción . 
Un estudio más completo, incluyendo los efectos de la convergencia eeo 
métrica, el movimiento de la superficie de separación material detonante-má 
terial inerte y el efecto de un reflector en la superficie exterior del de-
tonante, está ya prácticamente acabado y los resultados obtenidos se oresen 
taran posteriormente. 
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CAPITULO B 
CAMPO FLUIDO DETRAS DE UNA ONDA DE CHOQUE PLANA, CILINDRICA O ESFÉRICA. 
SOLUCIÓN PARA TIEMPOS PEQUEMOS A PARTIR DEL INSTANTE INICIAL. 
1.- INTRODUCCIÓN. 
En este capitulo estudiaremos las primeras etat>as del proceso implo 
sivo de una onda de choque, originada en un material mediante la aplica-
ción brusca, en el instante t=0, de una presión uniforme en toda la su-
perficie exterior del material, que posteriormente evoluciona con el tiem 
po siguiendo una ley determinada. 
En este estudio utilizaremos las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6) con 
las condiciones de contorno (4.8), (4.9) y (4.10). En la ecuación (4.10) 
es q=0, por tratarse de un material inerte. La condición adicional que ne_ 
cesitamos para la completa determinación del problema, es precisamente la 
ley de presiones que se aplica en la superficie exterior. 
Para tiempos pequeños medidos a partir del instante inicial, la posi_ 
ción de la onda de choque difiere muy poco de su posición inicial, es de-
cir, (RQ-R )/R« es un número mucho menor que la unidad. Por esta razón, 
buscamos la solución en forma de un desarrollo en serie de potencias de la 
variable x (x =(R -Rrt)/Rrt), válido en principio solamente cara Ix |«1. s s s u u s 
La solución se obtiene, en general, hasta términos del orden de x ; 
s 
dejando indicada la forma de obtener los parámetros que determinan los 
2 
términos de orden x . 
s 
La solución se obtiene para formas arbitrarias de la ecuación de es-
tado e =e (p -p_), que determina la energía interna del fluido detrás de 
s s s s 
la onda de choque en función de la presión y densidad del fluido detrás de 
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la onda de choque. Se hace aplicación al caso de que el fluido se comporte 
como un gas perfecto, incluyendo en este caso hasta términos del orden de 
2 
x en la solución. También se hace aplicación al caso en que las ecuaciones 
s 
de estado son tales que la onda de choque se mueva con una velocidad que va 
ría linealmente con la velocidad del fluido inmediatamente detrás de la on-
da de choque, D=E+Gu , relación experimental que se da con buena aproxima-
s 
ción en el caso de ondas de choque que se propagan en sólidos a presiones 
del orden de 10 atmósferas. 
LISTA DE SÍMBOLOS. 
Los símbolos que se dan a continuación complementan a la lista general 
de símbolos y son específicos de este capítulo . 
A,B, Coeficientes que determinan la velocidad de la onda de choque. 
Ecuación (B3.1). 
D_, Velocidad de propagación de la onda de choque en el instante ini 
cial. ~" 
E,G, Constantes de la ecuación (B8.2.1) 
,2 
G , Definido como G = (3y/3p). P«D_. p p 1 u o 
G . Definido como G„ = (3y/3p ). p-, p p s i u 
N,Q, Constantes en la ecuación (B3.7). 
p , Presión inmediatamente detrás de la onda de choque. 
s 
PsL. Presión en la superficie exterior. 
p
 0> Presión en la superficie exterior en el instante inicial. 
R , Radio de la onda de choque. 
R ., Radio de la superficie exterior. 
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X,Y,W, Constantes que determinan R ... Ecuación (B3.4). 
a, Coeficiente que determina ^ ( S ) . Ecuación (B5.ll). 
al*a2*a3* Coeficientes que determinan i|>2(C). Ecuación (B6.10), 
6, Coeficiente que determina fAZ). Ecuación (B5.12). 
^1*^2*^3' Coeficientes que determinan f„(C). Ecuación (B6.9). 
X, Coeficiente que determina «^(O. Ecuación (B5.10). 
X.jX^jXg, Coeficientes que determinan $2(£). Ecuación (B6.8). 
Subíndices. 
0, Términos de orden unidad (Salvo o«) 
1, Términos de orden x (Salvo a^,&ltA^). 
2 
2, Términos de orden x (Salvo <x2,P2,X2). 
s, Onda de choque. (Salvo p
 Q) 
sL, Superficie exterior. 
3.- DESARROLLOS PARA TIEMPOS PEOÜE^OS. 
Como hemos dicho anteriormente, un desarrollo para tiemnos pequefios 
es equivalente a un desarrollo para |x («1. 
La velocidad de Dronagación de la onda de choque, desarrollada en DO 
tencias de x . va a ser de la forma: 
s • 
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D = D-(l + Ax + Bx2 + ) (B3.1) 
o s s 
donde D-, A y B son constantes a determinar como parte de la solución. 
0 
dR 
s Dado que — — = -D, el signo menos es debido a que la onda de cho-
dt 
que avanza hacia radios decrecientes, tendremos: 
R0 A 
t = - —2- x (l.i-x + ) (B3.2) 
DQ S 2 S 
Del mismo modo tendremos: 
x x _ 
6 = SA S = x (A + (2B-A )x + } (B3.3) 
S
 *
2 s s 
s 
La posición de la superficie exterior, R r^)» desarrollada en noten-
SL 
cias de x , será de la forma: 
s 
RsL = R0 ( 1 + Wxs + ^ s + Yxs + } (B3.«0 
donde W, X e Y son también constantes a determinar con la solución. 
La velocidad de la superficie exterior u
 T = -dR T/dt, con avuda de la 
SL SL " 
ecuación (BS.1*) se ouede e s c r i b i r como: 
d ( x s CsL } 
' = *sL < W X 8 } > (B3'5> dx 
s 
siendo: 
*sL = W + X x S + Y x s + ( B 3 - 6 > 
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Analizaremos los casos en que la presión aplicada en la superficie ex 
terior es una función cualquiera del tiempo con las condiciones: 
peT(t) =0, para t < 0 ; p T(t)=g(t), para t > 0 y g(0)=p n^p 
•sL sL sO7 
para tiempos pequeños, la presión en la superficie exterior la uodremos 
poner como: 
p
 T(t) = p _(1 + Nt + Ot +....) rsL ^s0 (B3.7) 
que escrita en variables x y f queda: 
s 
f . ( x ) = 
sL s 
-^ sO 
TT 
P 0 D 0 
1 - ( H_ +
 2A)x + ( - A — + 3A 
D„ S 2 D„ 
QR; 
- 2B)x + 
s 
(B3.8) 
Las var iables dependientes l a s escribiremos como: 
*
( xsC ) ' V C ) + ' V l ( 5 ) + X s*2 ( C ) + • " 
^(xsC) = *0 (5) + x^C-5) + xg*2(C) + (B3.9) 
f(xgC) = fQ(5) + * S V 5 ) + X s f 2 ( C ) + '•" 
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Por último, si la solución es válida para tiempos pequeños, la relación 
de calores específicos, Y, la podremos escribir como: 
Y(p,p) = Y(P,.,P,.) + (——).(P-D.) + (——).(p-p.) + ... (B3.10) 
1 1
 3p 3P 
que escrita en función de las variables f, i|> y x queda: 
s 
Y = YQ + {dp(2AfQ+f1) + 6 *1> Xg + . . . ( B 3 . l l ) 
il.)
 p D 2 . fl . ( J L 
3p X ° ° P 3p 
siendo YQ = Y Í p ^ ) ; <3p = ( ~ L - ) i Q D0; (?p = < — ) f pQ 
p. y p. son la presión y densidad del fluido en el instante inicial. 
(?i = PsO}-
Introduciendo los desarrollos (B3.3), (B3.9) y (B3.ll) en las ecuacio 
nes diferenciales (4.4), (4.5) y (4.6) y en las condiciones en la onda 
(4.8), (4.9) y (4.10), esta ultima con q=0, y junto con la ecuación (33,8), 
se obtiene una serie de tres ecuaciones diferenciales ordinarias con sus 
condiciones de contorno para cada uno de los órdenes de magnitud, que escri 
biremos y resolveremos a continuación. 
No haremos uso de la condición (4.10) hasta el final, cuando especifi 
quemos el tipo de ecuación de estado e * «.Cp ,p )-. 
s s s s 
.- PRIMER TERMINO DEL DESARROLLO. 
Los términos independientes de x proporcionan las ecuaciones: 
s 
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d* d* 
(V0 _L. + * _ 2 _ = o 
0
 d5 ° dC 
(B^.l) 
d£ «PQ di-
(B«*.2) 
J L _ < _ ^ L ) = O 
de 
Y0 
(BH.3) 
Con las condiciones de contorno: 
y n = i-yi) 
(B4.U) 
f0ci) - y i > (BU.5) 
's0 f 0 C W x . ) } " — ^ 
po °0 
(B4.6) 
y •/,(!) lo determinaremos cuando conozcamos e = e_(p_»P_)» 
u s • s s s 
La solución del sistema de ecuaciones (BU.l), (B4.2) y (BM..3) depen^  
de de que el determinante 
V* 
A = 
V* 
sea igual o distinto de cero. Si A=0 obtenemos una solución que cumpliendo 
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las condiciones en la onda de choque (B4.4) y (B4.5) no cumple la condición 
(B4.6) o viceversa. La única posibilidad es que A¿0. Si A¿0, la solución 
queda: 
<j>0(C) = 4>0(D = constante = «j>0 (BU.7) 
f0(O * fQ<l) = constante = <f>Q (B4.8) 
*0(C) - *0(D - constante = 1/(1-$ ) (B4.9) 
Al obligar a que se cumpla la ecuación (B4.6) se obtiene: 
D0 ' V — 2 2 - (BU.10) 
p0 *0 
La ecuación (B3.5), con la (B3.6) nos da la posición de la superficie 
exterior, que para este orden de magnitud queda: 
CsL0 = W = *0 (B4.ll) 
o bien: 
RsL0 " R 0 ( 1 + X s V ( B U ' 1 2 ) 
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5.- TÉRMINOS DE ORDEN x . 
— — — — — — — — — — s— 
Análogamente al caso anterior, identificando los coeficientes de los 
términos proporcionales a x , obtenemos las ecuaciones: 
s 
( • - O — i -
 + * — 1 _ = - j * ^ . * (B5.1) 
° « . ° de o o i 
d V l d f l 
(*n-C) = - + — = - = - ^ - M Q (B5.2) 
« * 0 dC 
(•0-C) - 2 - ( — i - - Y0 —— ) = - ( - - ¿ - - Y0 — i - ) - 2A (B5.3) 
d
*
 f 0 *0 f 0 *0 
Con las condiciones: 
•-(1) 
* (1) = _ i _ (B5.4) 
(l-*0)2 
fjd) = •jCl) (B5.5) 
NR 
fl {EsL(xs) } = " *0( + 2 A ) (B5*6) 
D0 
Análogamente al caso anterior, <L(D se calcula a oosteriori de acuer_ 
do con la ecuación de estado e =e_(o_,P_) que tengamos. 
s s s s 
La ecuación (B5.3) puede inteerrarse directamente Dará darnos: 
X ( O - X U ) = X(1)+2A (1 - O (B5.7) 
*0 -i 
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siendo: 
X(C) = 
f±U) 
- Y 
*!<*) 
0 i|> (B5.8) 
x(l) = Y 0 = 
f, *, *r 
1-(Y0+D#0 
1 - * 0 J 
(BS.9) 
A la vista de la ecuación (B5.7), la solución del sistema de ecuaciones 
(B5.1), (B5.2) y (B5.3) va a ser de la forma: 
•jCO - ^ (D = X(l-5) 
^(5) - ^ ( D = a(l-5) 
f±U) - fx(D = B(l-0 
(B5.10) 
(B5.ll) 
(B5.12) 
Introduciendo estas formas de la solución en las ecuaciones diferencia-
les (B5.1), (B5.2) y (B5.3), los términos a los que multiplica £ se anulan 
idénticamente y los términos independientes, iunto con la ecuación (B5.6) 
transformada como indicamos a continuación, nos proporcionan cuatro ecuacio-
nes algébricas, que nos permiten determinar las cuatro incógnitas o, 3, X y 
A. 
Como C - en primera aproximación es •« (BM-.ll), la ecuación (B5.6) pue-
de escribirse como: 
NR„ 
fjCl) + B(l-*0) = -r0( — + 2A) (B5.13) 
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Utilizando también las relaciones (B5.4) y (B5.5) se obtiene: 
i mo * 1 ( 1 ) 
o = = *•.. -
 T (B5.m) 
•2 2 + (V 2 )*0 ""ü *1 ( 1 ) 
g =-?_.}* 2 2. . °_ + _¿ (B5.15) 
3 3Yo(l-*0) D Q 3(l-*0) 
NR 
X = - -i — + j * A (B5.16) 
Yo °0 
1-(Y 0 +1)* 0 
3Yo*o 
_TPQ 
NRQ l - * 0 
3 
2 ^ ( 1 ) 
3
*0 
A = 2 - - 2- •} 2 (B5.17) 
De las ecuaciones (B3.5) y (B3.6) obtenemos la nueva posición de la 
superficie exterior: 
X = -i- {^(1) + X(l - • ) } (B5.18) 
2 
*sL0 + hhl Xs " •o + " 7 U ^ D + X d - ^ ) } xs (B5.19) 
6.- TÉRMINOS DE ORDEN x2. 
Análogamente a los casos anteriores, las ecuaciones son: 
< t y 2 d<¡> d(•-*».,) 
( • 0 -C) + * 0 — = -1C•0*1+*1*0"5*0*0 ) - 2 * 2 ^ ^ ( B 6 * 1 ) 
d£ dC dS 
-38-
d
*2 1 d f 2 2 1 d*í +1 d f l 
(•0-5) — + — ¿ = -{A*1+(2B-A /)*n } - 2 * , - — -+(—••) — (B6.2) 
dC * 0 d5 * ¿ 2 dC *¿ dC 
<•„-« d5 
fk.Y ! i . Y Ü ¿ü „ I2H H) 
f ° * ° * f 2 t l > 
r0 O O rO ¿ wO 
+•-. 
d£ 
* , 
- Y, 
= -2 
f o ° * o Y ° * o fO 2 *Oj 
-2 2
 f l -1 
2B-A +A(-=- -y — ) 
O rO J 
Gp(2AfQ +f1)+Gp*1 d *1 *1 
dC * 0 * 0 
(B6.3) 
Con las condiciones: 
*2d ,.-U 
1-9, 
*!<!) 
n2 
!-• 0 J 
•2(D (B6.U) 
f 2d) = *2(1) 
fl ^ S L ( x s ) } + Xsf2 «.L(x.» " - * 0 ( - T - + 2 A ) -
5 ^ 0 2 QR0 
- , (1 A — - + 3A^ - — 1 - 2B)x (B6'.5) 
.
 2 D0 >0 
«J>2(1) lo calcularemos a posteriori cuando se conozca la ecuación de estado 
e = e (p p ). 
s s Fs *s 
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La ecuación (B6.3) puede integrarse directamente para darnos: 
5(5) - 5(1) + c3(l-((>0)2 ln(l-<fr0) = CjCl-O + c2(l-C)2 + c3(£-d>0)2ln(£-<fr0) 
(B6.6) 
siendo: 
5(5) = 
f 2 (5) 
fo 
*2(5) *±te) 
*0 . fo 
Y0+l 
2 
^(c) 
*o . 
(B6.7) 
A la vista de la solución (B6.6), la solución va a ser de la forma: 
*2(5)-<f»2(D+X3(l-*0)2ln(l-(j)0) = X1(l-5)+X2(l-O2+X3(5-<j>0)2ln(C-<í>0) (B6.8) 
f2(O-f2(l)+63(i-$0)2ln(l-*0) - 61(l-5)+62(l-C)2+63(5-*0)2ln(5-«!>0) (B6.9) 
t|»2(C)-*2(D+a3(l-*0)2ln(l-<f.0) = a1(l-O+a2(l-O2+a3(C-*0)2ln(C-+0) (B6.10) 
La condición (B6,5) se reduce a: 
f2(l)-63(l-*0)2ln(l-*0)+61(l-4)0)+62(l-*0)2 = 
2 Dn D„ 
(B6.ll) 
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Introduciendo las soluciones (B6.8), (B6.9) y (B6.10) en las ecuacio 
nes (B6.1), (B6.2) y (B6.3) e identificando términos se obtienen nueve 
ecuaciones algébricas, que "iunto con la (B6.ll), obtenemos las diez ecua-
ciones algébricas que nos permiten determinar las diez incógnitas a*t <x2, 
°3* 1^» ^2* ^3* *1' *2* l 3 y ! ' 
De las ecuaciones (B3.5) y (B3.6) obtenemos la nueva corrección a la 
posición de la superficie exterior, quedando: 
Y = — {^(D+XCI-^Q) >+ — {*2(l)-X3(l-*0)2ln(l-*0)+X1(l-*0)+X2(l-*0)2} 
6 3 
(B6.12) 
.- SOLUCIÓN 
La solución de las ecuaciones, reteniendo hasta términos del orden de 
x , queda: 
R 
t = — x (1 - — x ) (B7.1) 
DQ S 2 s 
r = RQ(1 + xgC) (B7.2) 
1/2 
D = D0(l + A x s); con DQ = (»sQ/oQ*0) 
y A = 
(B7.3) 
1-(Y0+1)*0 NRQ j(l-*0) 2^(1) 
3Vo ~ 3 3*o 
- 4 1 -
sL O 1+<|>_X + — yO s
 2 
1 m o 
^ ( D - C - i 2 . - j<j , 0 ) ( i -* 0 ) 
v o Do 
x > (B7.4) 
Rg = RQ(1 + x ) (B7.5) 
2 - y = * 0 + {2A*Q + ^ ( 1 ) + 3 (1 -5 ) } x£ 
PQ D0 
(B7.6) 
Con D. y A l o s indicados anteriormente y 
2 .A 2 + ( V 2 ) ó 0 ^ 0 * 1 ( 1 ) 
3 3 Y 0 ( 1 - V D0 3 ( 1 - * 0 5 
1 mn 
- E -
 a * + {Aé0 + ^ ( 1 ) - ( - i Ü - - 1* ) ( l - 0 > x (B7.7) 
D0 Y 0 D0 
con D. y A los indicados anteriormente. 
Pr l-*0 L(1-*o) 
•jCD 
+ o(l-5) (B7.8) 
con o = -
<l-*0>' 
1 ^ 0 *lCl)" 
+ _ _ — _ 
L To Do 1-* 0 J 
8.- CALCULO DE <t>0. 4^(1) v <j»-(l) CUANDO SE CONOCE LA ECUACIÓN DE ESTADO 
e =e (TÍ ,p ). 
s s s' s 
Como veremos a continuación, no es necesario conocer la ecuación de 
estado por completo, sino que solamente se necesitai algunos datos de ella. 
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Dado que la solución obtenida es válida para tiempos pequeños a partir 
del instante inicial, la presión y densidad van a variar poco respecto al 
valor que tienen en el instante inicial. Esto nos permitirá escribir: 
3eg Be 
e s ( V p s } " es(PsO*PsO) + (~ }0 (PS-?S0) + (—L-)0(ps-psO) + 
3PS 3ps 
1 
+ — 
& 32e 32e 
<rf )0 (Ps-P S0> 2 + (^0 ( ps- psO> 2 + 2 (7~- )0 CVP S0> ( p S- p S0 ) dp 3p op 9p 
. *s s s Ks 
(B8.1) 
Con los desarrollos (B3.9) v (B3.1) podemos poner: 
V p s O =
 pODo{[2 AV*l ( 1 )] *s + [ (A>2B)*0+2A*1(1)+*2(1) H} (B8.2) 
ps"PsO = "P0  - „-< T x + (!-•„)' 1-*, 
(-i ) + _ 2 | xf y
 (B8#3) 
0 L v0 
Introduciendo (B8.2) y (B8.3) en (B8.1) y esta ultima en (4.10) con 
q=0 e identificando términos del mismo orden, se obtiene 
2e, 
(B8.4) 
^(1) 
•2d) 
el " 2Ae0 
Y0 0 
(3A -2B)e0-2Aei+e2 
1 "~"T2 
2 0 0 
•Jd) 
• n 
(B8.5) 
(B8.6) 
siendo: 
e0 = ^ s O ^ s O 5 (B8.7) 
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3e 3e * (1) 
3p 3p (1-$ ) 
(B8.8) 
e2 = (—) 0P 0^ {(A2+2B)*0+2A*1(1)^2(1)} + ( — ) Q — 
3PS 3PS l-*0 
M I ) , Mi)' 
c——r + -2 !-•« !-• O . 
1 3 6s 2 4 2 1 3 es 2 
+ -i- (-"SV* D* {2A*0+*1(D } + -1- (^ 2^ 
2 OT3_ 2 3p 
S S 
\(1) 
8 \ 2 2 *1 ( 1 ) (B8.9) 
3Ps3ps ci-*0y 
CASO DE GAS PERFECTO. 
En este caso e = 
s 
1 PS 
Y-1 P. 
con Y constante. Con lo que se obtiene: 
Y+1 
; ^(1) = 0; *2(1) = 0 (B8.1.1) 
Para los términos de orden x , las relaciones (B5.14), (B5.15), (B5.16) 
y (B5.17) se reducen a: 
o = -
S = 
1 ( Y+1 } 2 ^ 0 
Y Y - 1 D Q 
2 _ 
3 
2j 2y - l 
Y+1 Y ( Y - D 
N R o " 
D o . 
(B8.1.2) 
(B8.1.3) 
-44-
NR, 
X = 
A = -
«í 
Y+l 
Y+l 
6 
1 
Y 
1 
Y 
""0 
D0 
NR0 , 2(Y-D , ] 
D0 ( Y + D 2 
(B8.1.4) 
(B8.1.5) 
Para los términos de orden x , al ser Y constante, los coeficientes 
s 
a_, 0_ y X son nulos, ya que son los coeficientes que dependen de la varia 
ci6n de Y. El resto de los coeficientes cu, et , 6^, B-, X^t X. y B se obtie_ 
nen del sistema de ecuaciones algébricas de la tabla B01. En este sistema 
de ecuaciones se ha incluido una nueva ecuación con una nueva incógnita, so_ 
lamente por comodidad de resolución del sistema. Esta nueva ecuación es: 
2B + (1-*0)F = A (B8.1.6) 
En las Figs. B01 y B02 se ha representado el coeficiente A a la veloci^ 
dad de propagación de la onda de choque D=DQ(1+Ax ) en función del coefi-
ciente NR0/D0 de la presión impuesta en la superficie exterior, P ST =P SO^ 1 + N 1 :^I 
y de la relación de calores específicos Y=C /c , en los casos cilindrico y es_ 
férico respectivamente (ecuación (B8.1.5)). Dado que x <0, la onda de choque 
s 
se acelera cuando A<0 y se decelera en el caso contrario. 
En la Fig. B03 se han representado, en función del tiempo, la presión en 
la superficie exterior p„T y en la onda de choque o : la densidad en la suuer 
SJJ s —» 
ficie exterior p - y en la onda de choque P ; el radio.de la superficie exte-
rior R
 T y el de la onda de choque R ; y la velocidad de propagación de la on 
Su s - — 
da de choque D. En este caso se han retenido términos del orden de x . Los va 
s — 
lores represBntados en la Fig. B03 corresponden al caso particular de i=2 (es_ 
2 2 férico); Y=3; NR Q/DQ=-1; QR_/D Q=1. Los valores correspondientes de A,B, o,a-, 
a2» **» ^ 1» 2^» ** li y ^ 2 para el caso citado, se indican en la Tabla B02. 
-B 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
2 
F 
•o"1 
-2 
"•o 
0 
0 
0 
2<V*> 
-(fc-1) 
*2 = «id-O+Ojd-o2 
a i 
0 
•o 
-Y 
*0 
0 
0 
•o"1 
-1 
0 
0 
°2 
-Y4<L 
•o 
0 
0 
0 
0 
2 ( * 0 - i ) 
0 
0 
f2 = B 1 ( l - C ) + B 2 ( l - 0 2 
h 
0 
1 
1 
W 1 } 
0 
0 
0 
2 
Vo 
0 
0 2 
1 
0 
0 
2 / * 0 
0 
0 
2 
•o*o 
0 
*2 = x1d-5)+x2(i-c)2 
x l 
0 
0 
1 
-1 
*0 
0 
0 
0 
X2 
0 
0 
0 
2 ( V D 
0 
2
*0 
0 
*°*° AÍX-2A) + 2"*° « <B- » ) 
• o ' 1 *0*0 *0 
0 
0 
X (A-X) + -2JL 
*0 
^ • o * o 
5* 0 « + 1+0X + 1*0*0 - 2aX 
BX 2 N R 0 Q R0 
- £ 2 - + HIT + 5A — - 2 — x — 
V o Do Do 
0 A2 
A 2 . 2 . y+1 
•o = — » fo " — * %=I— 
Y+1 Y+1 Y-1 
Tabla BOL- Sistema de ecuaciones que determinan los términos de orden x2 . Caso de gas perfecto. 
I 
I 
Y = 3 
D/D0 
A 
- 0.55556 
B 
0.28661» 
j a 2 (ESFÉRICO) 
P/PQ 
a 
- 1.33333 
al 
0.64636 
°2 
5.60016 
PsL = 
2 ^ 0 
p
 n(l+Nt+Ot ); i— = -1 ; -
V 
pVo 
e 
0.11111 
h 
- 0.57378 
82 
1.14914 
QR0 , 
4 
u/D0 
x-
0.66667 
h 
- 0.83841 
X2 
2.83941 
Tabla B02.- Valores de las constantes que determinan la solución en términos de orden x y x en el caso de gas 
s s 
perfecto. 
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1.5-1 
-1.5-1 
Fig. BOL- Coeficiente A oue determina la aceleración de la onda de ehooue, 
D/D- * 1 • Ax.* «n función de la presión imouesta en la super-
ficie exterior, P ST/ 0 SQ * 1+Nt, cara diversos valores de la reía 
ción de calores específicos Y. Caso cilindrico (-?=!) y gas ner-
fecto. 
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1.5-, 
fig. B02.- Coeficiente A que determina la aceleración de la onda de choaue, 
D/D0 « l*Ax , en función de la ©endiente de la wresiím impuesta 
en la superficie exterior, p ,/p « « l*Wt, para diversos valores 
de la relacifin de calores específicos r. Caso esfirico 0*2} y 
gas oerfecto. 
Fig. B03.- Radios, presiones y densidades en la onda de choaue y la superficie 
exterior v velocidad de la onda de choque como función del tiemno. 
2 
Solución reteniendo términos hasta el orden de t . Sas oerfecto. Ca 
so particular indicado en la cabecera de la fisura. 
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8.2.- CASO EN QUE LA ECUACI8N QUE EXPRESA LA CONTINUIDAD DE LA ENERGÍA A TRAVÉS 
DE LA ONDA DE CHOQUE, SE SUSTITUYE POR LA RELACIÓN EXPERIMENTAL D*E+Gu . 
La ecuación de estado de los sólidos a altas presiones y temperatu-
ras se determina ensayando en ellos con ondas de choque (Al'tshuler, L.V. 
y otros; 1958), (Miller, D.; 1965), (Persson, P.A. y Persson, I.; 1964), 
(Thiel, M. y otros; 1966), (Walsh, J.M. y Christian, R.H.; 1955). 
De los resultados experimentales se ha visto que, para intensidades 
de la onda de choque comprendidas en un margen relativamente amplio, exis 
te una relación lineal entre la velocidad del material detrás de la onda 
de choque, u , y la velocidad de la onda de choque, D. 
s 
D = E + G u (B8.2.1) 
s 
Esta ecuación no es aplicable cuando la presión este por deba-Jo de 
un valor mínimo que determinaremos a continuación. 
Cuando tenemos un sólido semi-infinito y en su superficie exterior 
aplicamos bruscamente una presión Pg0» se origina una onda de choque pía 
na que avanza hacia él interior del sólido con una velocidad constante 
DQ, dejando al material moviéndose a una velocidad constante u a una pre_ 
sión Ps0» Una pequefía perturbación originada en el material, (por ejemplo 
una pequefía variación de presión respecto al valor constante p
 Q ) , se pro 
pagarla por el material con una velocidad igual a la del sonido en el me-
dio para un observador que se moviese respecto a tierra con la velocidad 
del material u , y con una velocidad c+u para un observador ligado a tie 
s s •* 
rra. Para que las oerturbaciones alcancen a la onda de choque, cosa que 
ha de ocurrir porque de hecho la onda se acelera o decelera según que au-
mentemos o disminuyamos la presión en la superficie exterior, la onda de 
chooue ha de tener una velocidad tal oue Dft < u + c. Dado aue: 
os 
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c
2
= 7 o _ - £ ° _ = Y 0 — 2 - D Q (B8.2.2) 
PsO *0 
obtenemos: 
*0 * V Y0 ~ 5 1 (B8.2.3) 
*0 
por las condiciones detrás de la onda de choque, 
•o = fo J *o " — -
V-*o 
la condición (B8.2.3-) se convierte en 
>o + VYo*o(1 - V 5 * 
o lo que es lo mismo 
•n > — (B8.2.4) 
V1 
por lo tanto: 
Ps0 * ^— P0 D0 (B8.2.5) 
V1 
-52-
Por lo tanto, la presión que hemos de aplicar en la suüerficie viene 
limitada por la condición (B8.2.5). 
Para determinar <f>0, ^ (1) y «^C1)» escribimos la ecuación (B8.2.1) 
scribimos en términos de $, desarrollada 
ficando términos del mismo orden, obtenemos: 
la esc en potencial de x , e identi 
s — 
•n = — (1 - — ) (B8.2.6) 
G D0 
•,(1) = J L J L (B8.2.7) 
G D0 
•9(1) = - JL=2 L. (B8.2.8) 
G Do 
Con la condición (B4.10) y la (B8.2.6) se obtiene; 
/ •* G P n 
Dn = -S- (1 t V l + — 12-) (B8.2.9) 
2 V
 Po t" 
•
 n = — (1 . 2 ) (B8.2.10) 
Pr¿ 
Con cualquiera de las relaciones (B8.2.9) ó (B8.2.10), la condición 
(B8.2.5) queda: 
Y0+l 2 
Pcn > s- Pn E Z (B8.2.11) 
s0
 (Y0+l-G)2 ° 
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Por lo tanto, la ecuación .(B8.2.1) no es aplicable cuando la presión 
en la superficie exterior no cúrrale la condición (B8.2.11). 
Con las relaciones (B8.2.9), (B8.2.10), (B8.2.7) y (B5.17) nodemos 
escribir: 
•-(1) = — 
X
 G 
E/D„ 
1 + 
36*, 
3Vo 
NR„ 
- 5 
i-*, 
(B8.2.12) 
A = 
1 + 
3G+0 D0 
1-(T0+D*0 
3V0 
NR, 
- 5 
1-*, 
(B8.2.13) 
De nuevo, en la ecuación (B8.2.13), vuelve a observarse el límite de 
aplicabilidad de la ecuación (B8.2.1). Cuando $«< i/(Y0+l),el coeficiente 
NR-/D- en la ecuación (B8.2..13) es positivo. Cuando NR./D. < 0 (presión de_ 
creciente en la pared exterior) resultaría que la onda de choque se acele_ 
raría, aparte de la aceleración de la onda de choque por efecto de la con_ 
vergencia pee-métrica -JCI-^QT/S , (recuérdese eme A < 0 inrolica que la on_ 
da se acelera va eme x_ < 0). Esta conclusión es absurda, rmesto que una 
s » . . 
presión decreciente en la pared exterior daría lugar a una onda de choque 
que se decelera, descontando el efecto de la convergencia antes citado. 
Por lo tanto ha de ocurrir que $Q > 1/('YQ+1), que es la misma conclusión 
(B8.2.4) o su equivalente (B8.2.11). 
De la referencia (Miller, D.;, 1965) se han tomado unos valores tíoi-
cos de las constantes pQ, Y_, E y G para el uranio 
pQ = 19040 Kg.m -3. 
Y0 = 2.91 
E = 2550 m.seg 
G = 1.504 
-1 
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Con estos valores se ha representado DQ/E y <frQ como función de p - en 
la Fig. BOU. En esta figura se ha representado también el valor mínimo ad-
misible de P «» sacado de la ecuación (B8.2.11), que Dará este caso del 
uranio es p
 n >• 0.836 Mb. rso 
En las Figs. B05 y B06 se ha representado el coeficiente A de la velo 
cidad de propagación de la onda de choque, en función del coeficiente N de 
la presión aplicada en la superficie exterior (ecuación (B8.2.13)), para 
distintos valores de p - y para los casos cilindrico (1=1) y esférico (3=2) 
respectivamente. 
Para el caso del uranio, citado anteriormente, y en el caso particular 
de p
 Q=l Mb y.NRQ/DQ = -1, se han representado: la presión detrás de la on-
da p y en.la superficie exterior P_T» como función del tiempo (Fig. B07); 
la densidad detrás de la onda p y en la superficie exterior p . como fun-
s Sli 
ción del tiempo (Fig. B08); el radio de la onda de choque R y de la super 
ficie exterior R _ en función del tiempo (Fig. B09); y por ultimo, la velo_ 
cidad de propagación de la onda de choque D como función del tiempo (Fig. 
B10). En las Figs. B07 a B10, los cálculos se han realizado cara el caso 
esférico y en todos los casos solamente se han retenido hasta términos del 
orden de x . 
s 
I.- CONCLUSIONES. 
La solución obtenida en el capítulo B, es válida solamente para tiem-
pos pequeños a partir del instante inicial. Esta solución nos permite prede_ 
cir el movimiento en todo el campo fluido detrás de la onda de choque. 
En la aproximación de orden unidad (4) se recuperan las ecuaciones del 
caso plano isentrópico (Ecuaciones (B4.1),(B4.2) y (B4.3)). 
De particular importancia es la información que se obtiene, relativa a 
la propagación de la onda de choque (ecuación (B5.17)). El primer sumando de 
la ecuación (B5.17) representa el efecto de la variación de la uresión exte-
• rior en la velocidad de propagación de la onda de choque, haciendo que la on 
E 
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URANIO 
pQ=190A0 Kg.m - 3 
E=2550 m.seg"1 
6=1.504 
T0"=2.í 
f 
r ig . BOM.-
PRESION MÍNIMA 
ADMISIBLE 
P s o=0 .836 Mb 
0, 
A P^CMb) 5 
Do* , D = D 0 ( 1 - A . - ¿ - ) K 0 
PSL psov D0 Ro 
URANIO 
CASO CILINDRICO: 1 = 1 
pQ= 19040 Kg-m"3 
E=2550m.seg -1 
G=1.504 
To=2.91 
Fijr. B05.- Coeficiente A, que determina la aceleración de la onda de choque, 
en función de la rendiente de la nresión inmuesta en la sunerficie 
exterior, oara diversos valores de pg0. Caso cilindrico (1*1). *e 
lación experimental D * F + Gu . Uranio. 
S 
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.6 
D0t 
D s D o ( 1 - A . _ ) 
'. Nl% Dkt , 
URANIO 
CASO ESFÉRICO: j = 2 
p=19040 Kg.nT3 
E=2550m.seg -1 
G=1.504 
- A 
Fig. B06.- Coeficiente A, que determina la aceleración de la onda de choque, en 
función de la pendiente de la presión inpuesta en la superficie exte 
rior, para diversos valores de p
 0. Caso esférico (i=2). Relación ex 
perimental D s E • Su . Uranio. 
8 
Fie. B07.- Presión en la superficie exterior ngL y en la onda o como función 
del tiempo. Caso eaflrico (J-2). Relación experimental D*E+Gus. 
Uranio. 
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Fig. B08.- Densidad en la superficie exterior p s L y en la onda de choque P , 
como función del tiempo. Caso esférico (ís2). Relación exoerimen-
tal D » E • Gu . Uranio. 
s 
Fig. B09.- Radio de la superficie exterior RsL y de la onda de choque R como 
función del tiempo. Caso esférico (1*2). Relación exoerimental 
D » E • Su . Uranio. 
Fig. BIO.- Velocidad de oronagaciÓn de la onda d« choque D como función del 
tiemoo. Caso esférico (-»*2). Relación experimental D •« E • *5u . 
Uranio. 
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da se decelere si la presión exterior disminuye y que se acelere en caso con_ 
trario. El segundo sumando representa el efecto de la convergencia geométri-
ca, que es siempre un efecto acelerador de la onda. El tercer sumando parti-
cipa de los dos efectos anteriores, contribuyendo de tal forma que reduce am 
bos efectos por igual. En general, la expresión de A puede escribirse como: 
A = - 1 
1 - ( Y 0 + 1 ) 4 0 NR0 l-*0 
3
 *0 *0 D0 
- j 
donde, como en la ecuación (B5.17), el primer sumando representa el efecto de 
la variación de la presión exterior y el segundo sumando representa el efecto 
de la convergencia geométrica, v es un coeficiente que deuende de 01(1), sien 
2 E ""* do v > 1: v s 1 en el caso de gas perfecto (•1 (1)=0) y v = 1 + ... • —sr-
l 3G*0 D0 
para el caso de la relación experimental D=E+Gu . 
~ s 
Como consecuencia de que la onda de choque ha de acelerarse cuando la pre_ 
sión exterior aumenta, cualquier ecuación de estado e=e(p,p), obtenida experi_ 
mentalmente, de sólidos sometidos a altas presiones y temperaturas, deja de 
ser válida por debajo de presiones tales que no se cumpla la relación (38.2.5) 
o su equivalente (B8.2.U). 
Por ultimo es interesante hacer notar que la formulación del problema es 
independiente de la ecuación de estado e=e(p,p) necesitándose esta en última 
instancia. La influencia de la variación, con las variables termodinámicas, de 
la relación de calores específicos y, no se nota hasta términos del orden de 
2 
x ; por lo tanto, en primera y segunda aproximación, el valor de y es el del 
instante inicial yQ. 
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CAPITULO C 
CAMPO FLUIDO DETRAS DE UNA ONDA DE CHOOUE EN LAS ULTIMAS ETAPAS DE LA 
IMPLOSIÓN. 
1.- INTRODUCCIÓN. 
En este capitulo estudiaremos las últimas etapas del proceso implosi^ 
vo de una onda de choque o de detonación. 
Las ecuaciones que determinan el movimiento del fluido detrás de la 
onda siguen siendo las (3.1), (3.2) y (3.5) con las condiciones en la on-
da (3.7), (3.8) y (3.9). 
En las últimas etapas del proceso implosivo, el radio de la onda, R , 
s 
es mucho menor que el radio inicial, RQ. Si, además, la relación de calores 
específicos, y» permanece constante, se puede encontrar una formulación de 
semejanza, donde la variable de semejanza es r/(Ct) , donde el tiempo se mi 
de a partir del instante en que la onda llega al centro de la esfera (cilin_ 
dro), (Guderley, G.; 19M-2), (Sedov, L.I.; 1959). 
En las ecuaciones de semejanza aparece un autovalor, 8Q, (9 =(a-l)/a) 
que se determina obligando a que desaparezca una posible singularidad en la 
solución de las ecuaciones. El autovalor 8 y la constante C determinan por 
completo la velocidad de propagación y la posición instantánea de la onda 
de choque. La constante C es la Única información que se necesita de las eta 
pas anteriores a la final de la implosión y depende de como se ha generado 
28n 1/9 
asta. Su orden de magnitud es C * (P /pQR °) , siendo PQ la presión carac 
terística sobre la superficie exterior y RQ el radio inicial de la esfera 
(cilindro). 
Cuando a=l la solución de semajanza corresponde al caso de comnresión 
de la esfera (cilindro) sin ondas de choque, al menos en todo el proceso im 
plosivo (Courant; R. y Friedrichs, K.O.; 19U8), (Taylor, G.I.; 1950), 
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(Ferro Fontan, C. y otros; 1975). Para que la implosión ocurra sin ondas de 
choque y, por lo tanto, isentrópicamente, la presión exterior ha de crecer 
2 
aproximadamente como (-t) , siendo t el tienroo medido desde el instante en 
que las ondas de compresión alcanzan simultáneamente el centro de la esfe-
ra. 
Para pulsos de presión exterior más bruscos, las sucesivas ondas de 
compresión se alcanzan antes de que las primeras lleguen al centro, forman 
do una onda de choque que inicia, no isentrópicamente, el proceso de com-
presión. Esto es lo que ocurre cuando la bola se comprime mediante la deto_ 
nación de una cascara de material detonante exterior. En este capítulo ana_ 
lizaremos las últimas etapas de este proceso de compresión por ondas de 
choque. 
En los apartados siguientes se presenta la formulación para cualquier 
valor constante de la relación de calores específicos, Y, así como la posi-
ción y comportamiento de todos los puntos singulares y el método de solu-
ción numérica de las ecuaciones. Se resuelve analíticamente el caso (y-í)« 
« 1 y se presenta la solución numérica para el caso asintótico y "*" "• 
En el apéndice C-I de este capítulo se dan las ecuaciones que permiten 
obtener las trayectorias de las partículas, así como la presión a que están 
sometidas. Se dan también las soluciones de estas ecuaciones en los casos 
extremos citados anteriormente: (.y-í)«l y f •*• «. 
LISTA DE SÍMBOLOS. 
Los símbolos que se dan a continuación complementan a la lista general 
de símbolos y son específicos de este capítulo. 
C, Constante de integración de la ecuación (C3.13) 
M, Constante de integración de la ecuación (C3.38) cuando P y V tienden a 
cero. 
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P, Variable de semejanza definida en (C3.17). 
P*, Valor de P en el punto crítico, ecuación (C3.28). 
P3, Valor de P en otro punto, distinto del crítico, donde se anulan numera^ 
dor y denominador de (C3.38). 
R, Variable de semejanza definida en (C3.18). 
Rw, Constante de integración de (C3.39) cuando P y V tienden a cero. 
V, Variable de semejanza definida en (C3.16). 
V*, Variable de V en el punto crítico, ecuación (C3.27). 
V-, Valor de V en otro punto, distinto del crítico, donde se anulan numera 
dor y denominador de (C3.38). 
Z, Variable de semejanza definida en (C3.19). 
Zmt Constante de integración de (C3.26) cuando P y V tienden a cero. 
e, Definido como e = y-1. 
6n, Autovalor definido en (C3.13). 
3.- ECUACIONES DE SEMEJANZA. 
Cuando nos encontramos en las últimas etapas de la implosión (R •*•()), 
s * 
trataremos de buscar una solución a las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.5),con 
las condiciones (3.7), (3.8) y (3.9), que sea válida para P ^ R Q * E s t a solu 
ción, en general, no será válida en la superficie exterior (r * R Q ) , por lo 
que no podremos imponer la condición en la superficie exterior. El problema 
quedará indeterminado a falta de una condición de contorno. 
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Dado que perdemos información de lo aue ocurre a distancias del ori-
gen del orden del radio inicial R-, la solución no va a depender de este 
radio inicial, sino que solo dependerá de una constante k que engloba to-
da la información de las etapas anteriores a la final de la implosión. En 
principio, las variables dependientes D , R , p , p y u del problema serán 
s 
funciones de la forma: 
D = D(t,Y,PQ,k); Rg = R8(t,Y,P0,k) 
p = p(r,t,Y,P0,k); p = p(r,t,y,P0,k) 
u s u(r,t,Y,P0,k) 
Por análisis dimensional, las funciones anteriores se pueden escri-
bir: 
a . b",a-l = V ^ 5 *l . - F.CT) 
P0 k t pQ k t 
P0 {PQ k t > pjc t pQ p^ k t 
a . b* a-1 = V Y » a V o ' P0 k t pQ k t 
Si llamamos C = p Q k {F^CY)} , las ecuaciones anteriores se pueden 
escribir como: 
R = (Ct) ; Dt/P. = fAy) 
s s J-
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p/p.D* = f (Y, — ) (C3.1) 
u ¿
 R 
s 
p/p. = f,(T, — ) (C3.2) 
0 3
 R 
s 
u/D = fu(y, -S-) (C3.3) 
R 
s 
Si en lugar de la definición de £ dada en (4.1) y en lugar de la defi^ 
nición de x dada en (4.2), utilizamos las que se dan a continuación, 
s 
R 
C = — (C3.4) ; x = 5 — (C3.5) 
R Rn 
s 0 
las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6) siguen siendo válidas, asi como la 
ecuación (4.7) que ahora se puede escribir: 
x x R R 
6s=-V-=-V- (C3.B) 
x R 
s s 
Hay que observar que aunque hemos introducido R. en la definición de 
x , esta escala no interviene para nada en la solución de las ecuaciones. 
s 
Solamente se ha introducido para el caso en que se intentase relacionar es_ 
ta solución asintótica con la numérica corresnondiente a las etapas pre-
vias de la implosión. 
Las relaciones (C3.1), (C3.2) y C3.3) obtenidas por análisis dimensio_ 
nal, se pueden escribir como: 
f = f-ÍS.y) (C3.7) 
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* = f,U,Y) (C3.8) 
• = f^ (5,Y) (C3.9) 
Las relaciones (C3.7), (C3.8) y (C3.9) nos dicen que las variables f, 
1» no dependen de x 
y (C3.6) se reducen a: 
• y • x ; por lo tanto, las ecuaciones (4.4), (4.5), (4.6), 
s 
(•-O -*L + * JL. + i Jí- = o (c3.io) 
d£ d5 É 
(+-5) JÉáL + -1 SÍL + e • = o (C3.il) 
dC * dC S 
(t-C) { — 2Í * L }+ 28 f = 0 (C3.12) 
dC * dS 
R R 
s s 
= 8 = constante = 6. (C3.13) 
K * o 
En la ecuación (C3.13) 8 ha de ser constante porque la solución del 
problema no depende explícitamente del tiempo. Solo depende del tiempo a 
través de D(t) o su equivalente R (t). 
s 
La integración de la ecuación (C3.13) nos dá: 
1/(1-8.) 
R = (Ct) (C3.14) 
s 
c v ( i-v 
D = — S — (Ct) ° ° (C3.15) 
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Para la integración de (C3.13) se ha considerado que R =0 en t=0; 
s 
ocurriendo el proceso de implosión en t<0. Dado que en t-0 es R=0 y 
D-»*», 6. ha de ser negativo. Por otra parte, como en la implosión es 
t<0, la constante C ha de ser negativa para que Ct>0. 
Obsérvese que (C3.1H) coincide con la forma obtenida anteriormente 
por análisis dimensional. 
Las ecuaciones (C3.10), (C3.ll) y (C3.12) son invariantes frente al 
grupo de transformaciones o cambios de escala siguientes: 
$ •+• a<f> ; 5 •+ a? ; t|/ •»• btf» f -»• a T í f 
por lo tanto conviene reescribir las ecuaciones utilizando las variables, 
V = -i- (C3.16); P = í (C3.17) 
5 C * 
R = ln * (C3.18); Z = ln 5 (C3.19) 
(*) 
donde V y P son invariantes ante el grupo anterior de transformaciones 
(*) 
Welsh (Whelsh, R.L.; 1967), que discute la solución de semejanza de la 
implosión y la obtiene numéricamente para el caso Y= 3, utiliza varia-
bles análogas. Por elección adecuada de la escala temporal o espacial 
puede elegir C=-l/o » 8«-l» nuestra K es igual que su -£ , su r es 
2 
nuestra V, y su s es nuestra yP. 
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Con ello se obtienen las ecuaciones: 
(v-i) -SL. + -SL.+ (í+i)y = o 
dZ dZ 
(C3.20) 
(v-i) (-Ü- + v) + -SL + p -2£_ + 2P + e v = o 
dZ dZ dZ 
(C3.21) 
(V-l) iSL - (y-i) P J £ - +
 2p 
L dZ dZ 
+ 2eQp = o (C3.22) 
Combinando adecuadamente (C3.20) y (C3.22) se obtiene la ecuación al_ 
gébrica: 
26 26 
ln P - (Y-1 + —)R ln(l-V) + 2(1-6 )Z * constante (C3.23) 
j+1 j+1 
donde la constante se calculará con las condiciones en la onda de choque. 
El sistema de ecuaciones (C3.20), (C3.21) y (C3.22) se puede escribir 
como: 
{(v-i)2-Yp } -ÉL 
dZ V-l 
i — { V(V-l) [9.-1 (V-l)] - 26.P ) (C3.2«0 
{(v-i)2 -
 Y P ) — 
dZ 
= — i 2P[Y(V-1)+60] +(V-1)^60 [(Y-3)V+2J -
- (V-l) [v{2+(Y-l)j}-2]^ j (C3.25) 
{ ( V - 1 ) 2 - Y P > - ü - = P {Y(i+DV+26n} -V(V-l ) 2 -V(V-l )6 f 
dZ U 
(C3.26) 
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Este sistema de ecuaciones da valores infinitos para las derivadas de 
2 las magnitudes fluidas respecto a Z en la curva: YP=(V-1) . Estos valores 
infinitos se evitarán únicamente si la solución cruza la curva por los pun 
tos donde se anulen simultáneamente los segundos miembros de las ecuacio-
nes anteriores. A estos puntos, (V*, P*), les llamaremos puntos críticos. 
De este modo se obtiene: 
1rv«(v*-D
 (ca>27) 
0
 <Y-2)V*+2 
P* = (V*-1)2/Y (C3.28) 
Las condiciones en la onda de choque (^.8), (4.9) y (4.10), escribas 
en las nuevas variables quedan: 
P = V (1-V ) (C3.29) 
s s s 
R = -ln(l-V ) (C3.30) 
s s 
Z = 0 (C3.31) 
s 
•a""1 1 -2 % = — V~ (C3.32) 
D2 2 S 
Para las últimas etat>as de la implosión (Rj+0), la velocidad de pro-
8
 2 
pagación de la onda D es muy grande (&*«). El cociente e /D y V tienden 
s s 
a un valor finito (función de Y ) . Como q es un valor finito que solo depen 
2 ""* 
de del material detonante, c/D •*• 0. Por lo tanto, la condición (C3.32), pa_ 
para ondas de choque y de detonación, se reduce a: 
es 1 2 
- § - * — V * (C3.33) 
D2 2 S 
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2 
Para la existencia de la solución de semejanza es necesario que e /D . 
s 
se mantenga constante. Esto ocurre, en particular, cuando el fluido se com 
2 "~ 
porta como un gas perfecto, siendo (e /D ) = Y P _ / ( Y - 1 ) . Las condiciones de 
s s 
contorno en la onda de choque se reducen a: 
Z s O (C3.3»0 ; R * ln { ( Y + D / ( Y - D > (C3.35) 
s s 
V s 2/ÍY+D (C3.36) ; Pe = 2 < Y - 1 ) / ( Y * 1 ) 2 (C3.37) 
s s 
Cuando tenemos un metal en el que se cumple la relación experimental 
D = E+Gu , las relaciones (C3.3H), (C3.35), (C3.36) y (C3.37), siguen sien 
do validas sin mSs que cambiar Y por 2G-1. La razón de que sean válidas es_ 
tas condiciones es debido a que para D*", la relación experimental D*E+Gu 
se puede escribir como: 
•(1) = - ¿ -
puesto que E/D •*• 0. Como para un gas perfecto se obtiene $(1)=2/(Y+1), re" 
sulta Y=2G-1. 
En definitiva, nuestro problema se reduce a resolver, con las condi-
ciones de contorno (C3.34) a (C3.37), la ecuación diferencial, 
dP P 2P{Y(V-l)+e0}+e0(V-l){(Y-3)V+2} -(V-l)
2
 { [ 2 + ( Y - 1 ) | V-2) 
dV V-l p {y(j+i)v+2e0> -v(v-i)(v-i+e0) 
(C3.38) 
para obtener P(V); la ecuación, 
dR 1 v(v-i){e0-j(v-i)} -2e0P 
= • •. (C3.3Q) 
dv v-i p{r(j+i)v+2e0} -v(v-i)(v-i+e0) 
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integrable mediante una cuadratura, para obtener R(v), y, finalmente, cal-
cularemos Z(V) mediante la relación: 
ln P-(Y-1)R — {R+ln(l-V)> +2(1-80)Z = ln — * — (-^-) Y (C3.40) 
j+1 Y+l Y+l 
El autovalor 8. ha de calcularse como parte de la solución de (C3.38) 
con ayuda de las condiciones (C3.27) y (C3.28). 
4.- MÉTODO DE SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES. 
Integrando la ecuación (C3.38) con la condición de contorno (C3.36) 
y (C3.37) seríamos canaces de obtener P SP(V,8 Q,J,Y). Sin embargo, como in_ 
dicamos antes, solo mediante la elección adecuada de 80=60(-},Y), se evi-
tan infinitos en la solución al alcanzar la linea YP=(V-1) . Esto es, 8Q 
ha de ser tal que la solución pase por el punto crítico dado por (C3.27) 
y (C3.28). 
Debido a que la ecuación (C3.38) ha de integrarse numéricamente, el 
autovalor 8. ha de obtenerse mediante un método iterativo. 
De la ecuación (C3.27) se obtiene: 
aY+80(Y-2)> ± V {ÍY+6 0(Y-2) }* + 8eQJY 
V* = - 1 - 2 (Ci».l) 
21Y 
La uendiente en el punto crítico es; 
(_¿L_)* = b - c ± V(b-c) 2 + 4ae 
dV 2e 
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donde los valores de a, b, c y e se dan en el apartado (6) de este capítu-
lo y son función de V*t P*, 8Q, j y y. 
Para resolver la ecuación (C3.38) por un procedimiento de iteración que 
nos permita obtener 6Q, se elige un valor de 6. arbitrario, con lo que se de_ 
terminaría la posición del punto crítico (ecuaciones (C4.1) y (C3.28)) y la 
pendiente en el punto crítico (Ct.2). En el apartado (6) se discute la elec-
ción del signo. Con los valores anteriores conocidos se integra (C3.38) des-
de V*V* hasta el valor que tiene en la onda de choque (V«Vg; (C3.36)). Si al 
llegar a V=V no se cumple P=P (C3.37), se corrige el valor de 6Q y se repi^  
te el proceso hasta que en V=V sea PSP_. Cuando esto ocurra, ya se tiene el 
s s 
valor de 6Q, V* y P* y el resto de las integraciones numéricas ya no ofrecen 
dificultad. 
La ecuación (C3.38) tiene seis puntos críticos donde se anulan numera-
dor y denominador simultáneamente. Sin embargo, solo dos de estos puntos son 
también puntos críticos del sistema de ecuaciones (C3.21) a (C3.26), (para 
un valor de 8Q, j y y la ecuación (C*t.l) tiene dos raices). Los otros tres 
puntos críticos de (C3.38) son: el origen V=0, P=0; los puntos V=l, P«0; 
Vsl-8Q, P=0,y el punto de coordenadas V,, Pg que determinaremos en el aparta_ 
do (6) de este capítulo. 
Físicamente, la solución al problema planteado no ha de presentar nin-
gún infinito, por lo tanto ha de pasar de forma continua por uno de los.dos 
puntos críticos dados por (C3.28) y (CU.l). 
Cuando estamos lejos de la onda de choque, €-**•, las relaciones (C3.16) 
y (C3.17) se reducen a V-K) y P+0, lo que muestra que la solución también pa 
sa por el punto crítico de (C3.38) situado en el origen. 
En el apartado (6) de este capitulo se hace un estudio de la solución 
en el entorno de los puntos críticos, apoyándonos en los resultados que ob 
tengamos en los casos limites que resolveremos a continuación y en los ca-
sos que presenta la literatura, para los cuales se conoce 8n. 
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5.1.- SOLUCIÓN PARA VALORES GRANDES DE y. 
En el límite y-»-00, la onda de choque está situada en V -+0 y P -K) (con 
S S "• 
diciones (C3,36) y (C3.37)). Por lo tanto la solución colapsa hacia el pun 
to (0,0) del plano P,V. Para poder obtener el valor del autovalor 8. es ne_ 
cesario dilatar las variables. A la vista de las relaciones (C3.34),(C3.35) 
(C3.36) y (C3.37) tomaremos como nuevas variables: 
R' = yR; V» = YV; F» « YP y Z» = Z 
cuyos valores en la onda de choque son: 
R» = 2; V = 2; P» = 2 y Z* = 0 
s * s ' s • s 
La ecuación (C4.1) nos dá: 
2eo 
V»* s - — — ; P»*=l (correspondiente al signo - de (CH.D) 
eo+^ 
3*+e0 6 0 2 
V'* = Y**** ; P«* = ( ) (correspondiente a l signo + de ( W . D ) 
2
 1 2 i 
por lo tanto, la posición del punto critico ha de ser la correspondiente al 
signo "menos" de (C»*.l), VJ*. 
Las ecuaciones (C3.38) y (C3.39) escritas en las nuevas variables que-
das: 
p»{ 2P»+(e +j)v»+2(e -i)} 
-2L. = 2 2 (C5.1.D 
dv» p»{ (i+i)v»+2e0> +(e0-i)v» 
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« 1 . "°P" * < 8°* i ) v' <„ . , .„ 
dV p» { (j+i)v»+2e0} +(e0-i)v 
La pendiente de (C5.1.1) en el punto critico es el indicado en 
(W.2) con: 
26 (6 —1) 
a = -<e„+5); b = -2; c = -(e.+j); e = 2—2 (C5.1.3) 
Vi 
y la pendiente de (C5.1.1) en el punto crítico es: 
¿yi ta i-O' x ta ta i W_áP_S* (e0+í)' + 2e0(e0-i)(-^T)' 
Eligiendo un valor arbitrario de 6 (6Q<0) y como valor de (dP'/dV)* 
el correspondiente al signo "menos" de la ecuación (CU.2), e integrando nu_ 
méricamente (C5.1.1), somos capaces de llegar al punto (2,2) (onda de cho-
que) después de varias iteraciones que nos dan el valor correcto de 6_. 
Si elegimos el signo "mas" en la ecuación (C^.2) el proceso de itera-
ción, para calcular 8 , no converge. Por lo tanto, la pendiente correcta en 
el punto crítico es la correspondiente al signo "menos" de la raiz. 
Una vez determinado el valor correcto de 8. procedemos a la integra-
ción simultánea de las ecuaciones (C5.1.1) y (C5.1.2). Cuando nos acercamos 
hacia V-+0, la integración numérica nos dá que: 
dP' „ P' 
— — •*• 0 x •*• constante 
dV» V 
lo que nos indica que la pendiente en el origen es nula. 
-73-
Una vez obtenidos ?» = P'(V') y R' = R'(VM, los valores de Z = Z(V ) 
los obtenemos de la ecuación algébrica, que para Y**° se reduce a: 
ln P» - R» + 2(1-60)Z = ln 2 - 2 
Los resultados obtenidos se dan en las tablas COI, C02, y C03 y en 
las Figs. COI, C02 y C03. 
3 
1 (Cilindrico) 
2 (esférico) 
eo 
- 0.375425 
- 0.699844 
Vi* 
1.202177 
1.076554 
p*» 
1 
1 
Tabla COI.- Autovalor 6Q y coordenadas del punto crítico en los 
casos cilindrico y esférico, para valores grandes 
de y. . 
7i+-
y •¥• eo 
CILINDRICO 
j s l ; 6Q = - 0 .375425 
yv 
2 . 
1 . 9 
1 . 8 
1 . 7 
1 .6 
1 . 5 
l.t+ 
1 . 3 
1 .202177 
1 .2 -
1 . 1 
1 . 
. 9 
• 8 
. 7 
. 6 
. 5 
.1+ 
. 3 
. 2 
. 1 
.05 
. 01 
8 .25x1o" 4 
0 . 
YP 
2 . 
1 .8675 
1 .7368 
1 . 6 0 8 1 
1.1+813 
1 .3567 
1.231+1+ 
l . l l t + 6 
1 . 
.9971+ 
.8827 
.7717 
.661+1 
.5605 
.4613 
.3671 
.2789 
.1977 
.1253 
.061+21+ 
.01933 
.0051+26 
.00021+22 
1 .695x1O" 6 
0 . 
YR 
2 . 
2 . 0 0 6 9 
2.011+0 
2.02H+ 
2 . 0 2 9 2 
2 .0372 
2.01+57 
2.051+6 
2 .0638 
2.061+1 
2.071+1 
2.081+7 
2 . 0 9 5 9 
2 .1081 
2 . 1 2 1 2 
2.1351+ 
2 . 1 5 1 2 
2 . 1 6 8 8 
2 . 1 8 8 9 
2.2121+ 
2.21+09 
2 . 2 5 8 3 
2.27U5 
2 .2786 
2 . 2 7 8 9 
Z 
0 . 
.0271+3 
.05638 
.08706 
. 1198 
.151+6 
. 1920 
.2324 
.2752 
. 2 7 6 2 
.321+3 
.3770 
.1+356 
.5017 
. 5773 
.6655 
. 7711 
.9026 
1 .0757 
1 .3271 
1 . 7 7 4 0 
2.21+22 
3.3781+ 
5 .1837 
ESFÉRICO 
j = 2 j 8 0 = - 0.69981+1+ 
YV 
2 . 
1 . 9 
1 . 8 
1 . 7 
1 . 6 
1 . 5 
l . i+ 
1 . 3 
1 . 2 
1 . 1 
1 .076559 
1 . 
. 9 
. 8 
. 7 
. 6 
. 5 
.»+ 
. 3 
. 2 
. 1 
. 05 
. 0 1 
2.72x10"** 
0 . 
YP 
2 . 
1 . 8898 
1 .7800 
1 . 6 7 0 6 
1 .5616 
1 . 4 5 3 1 
1.31+56 
1 . 2 3 8 2 
1 . 1 3 0 8 
1.021+7 
1 . 
.9191+ 
. 8150 
.7116 
.6091+ 
.5087 
.1+098 
. 3 1 3 3 
.2200 
.1316 
.05190 
.01900 
.001301 . 
1 . 2 0 1 x 1 o 6 
0 . 
YR 
2 . 
2 . 0 0 3 2 
2 . 0 0 6 9 
2 . 0 1 0 8 
2.011+7 
2 . 0 1 8 8 
2 . 0 2 3 3 
2 . 0 2 8 0 
2 . 0 3 2 9 
2 . 0 3 8 1 
2.0391+ 
2.01+37 
2.01+97 
2 . 0 5 6 3 
2.0631+ 
2 . 0 7 1 3 
2 . 0 8 0 1 
2 . 0 9 0 3 
2 . 1 0 2 3 
2 . 1 1 7 2 
2 . 1 3 7 7 
2 . 1 5 2 5 
2.1701+ 
2 . 1 7 6 9 
2 . 1 7 7 1 
Z 
0 . 
.01761 
.03631 
.05611 
.07711 
.09950 
.1231+ 
. 1493 
.1774 
.2079 
.2155 
.2415 
.2787 
.3205 
.3682 
.4237 
. 4899 
.5718 
.6794 
.8349 
1 .1146 
1 .4145 
2 . 2 0 8 5 
4 . 2 6 5 8 
• 
Tabla C02.- Valores numéricos de YP» YR y Z como funci6n de YV» en los 
casos c i l indr ico y esférico y para "valores grandes de Y. 
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Cuando yV « V -*> 0, y?' •*• 0 y la solución es de la forma: 
yP * M( Y V ) 2 
YR •* YR - (YV) 
" «o 
z + z - J^ílXi 
3 
i 
2 
M 
2.490 
16.229 
2.2789 
2.1771 
Z 
00 
0.02173 
-0.5637 
Tabla C03.- Constantes que determinan la solución 
asintótica yV •*• 0 
5.2.- SOLUCIÓN PARA Y - 1 PEQUEMOS. 
Vamos a resolver las ecuaciones diferenciales (C3.38), (C3.39) y 
• (C3.26) con las condiciones de contorno (C3.34) a (C3.37) para el caso 
en que (y-D =c es un numero mucho menor que la unidad. Utilizaremos 
la ecuación algébrica CC3.«*0) como comprobación de las soluciones obte 
nidas. 
Buscaremos la solución en forma de dos desarrollos asintóticos 
(Colé, J.D.; 1968) de P como función de V para valores pequefios de e, 
puesto que no existe un desarrollo convergente uniformemente válido. 
En un desarrollo "exterior" escribiremos P como suma de funciones de 
(1-V) multiplicadas por funciones de e de órdenes crecientes (e, 
e/eine, e^e, . . . ) . Este desarrollo no representa asintóticamente la 
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Fig. COI.- Y P como función de Y V en los casos cilindrico (1=1) y esférico (3=2). 
Solución válida para valores grandes de Y. 
TR 
2.25-
2.20-
2.15-
2.10 
105-
2. 
Fig. C02.- Y R como función de Y V en los casos cilindrico (1=1) y esférico (í=2). 
Solución válida para valores grandes de Y . 
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* . D 
4. 
35 
3. 
r 
2.5 
2. 
t.5 
1. 
.5 
0 
1 1 
i= 2 / 
1 i 
1 1 
• 
J = 1 
• i 
1 1 
T-*a> | 
i i 
i l 
, i i 
I 
-
-
-
-
-
-
-
.4 1.2 TV ^ 
Fig. C03.- Z como función de yV en los casos cilindrico (í=l) y esférico 
(1=2). Solución valida para valores grandes de y. 
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solución para valores de (1-V) del orden de *x; esto es: en las proximi 
dades del punto crítico y onda de choque. Para esta región escribiremos 
un desarrollo en el que utilizaremos como variable independiente (1-V)/ 
//Ten lugar de (1-V). Con estos desarrollos generaremos una solución 
asintotica uniformemente válida para (y-1) -*• 0. 
Cuando estamos en las proximidades de la onda de choque, 
P ^ J_e + o(e2) 
s
 2 
V •*• 1 - —
 e + 0(e2) 
s
 2 
Admitiendo que en l a s proximidades del punto c r í t i c o P se mantiene de 
orden e , P* = ey* t l a s relaciones (C3.27) y (C3.28) nos dan: 
V* = 1 - i/£y*" ; .. _*l/2 eQ = -/z -i v* 
Esto nos indica que en las proximidades del punto crítico podemos es-
cribir: 
P * eyc ; V í l . / T n ; 9Q S - fe i o 
Introduciendo estos desarrollos en la ecuación (C3.38), obtenemos; 
dy y 
-l£-=2v<7-£ 
dn 
3 2 
n + jan - v (n+ia) 
•' c 
2 
(i+l)y -n -jan 
(C5.2.1) 
con la condición de aue en n=a sea y = a (punto crítico). 
c 
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A la vista de la ecuación (C5.2.1) hacemos: 
vc = y0c + /G v' /F v l c ; a = aQ + /T 'a± (C5.2.2) 
Con estos desarrollos, la ecuación (C5.2.1) y la condición de contor-
no, nos proporcionan: 
dy 
Oc 
= 0 
dn 
con la condición n = a_ ; y_ = a 
dv. 
- l e 
dn 
2y, Oc n + ia0n - y0c(Ti+io0) 
(i+l)y0c - n - ia0n 
(C5.2.3) 
Con la condición n = a., y, = 2aQa* 
Puesto que y. = constante = o , la ecuación (C5.2.3) se puede escri-
bir: 
dy. 
dn 
l c
 - 9«2 2aQ 
D° 0 , 1 1 + ü_ ( 
j+l n n + (1+1)a 
o. J 
con ylc * 2oQolf en n= oQ. 
La solución de esta ecuación es: 
• 2 „ 
yic = 2ao 1 - v + v a o -2
 J
 0 
i+1 
In 
(i+2)n 
n+a0(í+l) 
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v la solución total es: 
yc = ao { V 2 / r -a0T,+a1+a0 -
. 2 , "\ 
mí (i+2)n 
n+a0(i+i) 
(05.2.4) 
Cuando nos acercamos a la onda de choque n-»-0+0(Ve), por lo tanto y •+• - • 
(se comporta como ln n cuando rr+O). Para determinar a. y c^  vamos a obtener 
una solución válida en las proximidades de H»0 (en las proximidades de la on-
da de choque). Acoplando la solución (C5.2.4) con la que obtengamos a conti-
nuación, obtendremos los valores de a- yo.. 
En la onda de choque las relaciones (C3.36) y (C3.37) nos dan: 
P -»• — e + 0(e2) 
s
 2 
V f 1 - — e + 0(e2) 
s
 2 
esto nos permite escribir en las proximidades de la onda de choque: 
P = cv 
V = 1-ex 
eQ = -j^e a 
Introduciendo estos desarrollos en las ecuación (C3.38) obtenemos; 
¿y. 
= - 2Se 
dx 
i a 
1+1 
con la condición y + 0(e) en x = 1_ 
2 
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A la vista de esta ecuación vamos a hacer como antes: 
y
s • y s 0 + ^ ysi 
a = o. + vT a^ 
con lo que nos queda: 
dys0 . 1 1 
= 0; con Y o = ~~~~ en x 
dx 2 2 
d y s i „ 3Qo y s 0 ft 1 
— — - x -2 — — • ; con y - = 0 en x = -<— dx j+1 x 
La solución de la primera ecuación nos dá: 
ys0 
y la de la segunda: 
_1_ 
2 
y s i 
«V ln (2x) 
5+1 
Nos queda entonces: 
1 r- V V = — _ / ¡ T — - — l n (2x) (C5.2.5) 
S
 2 j+1 
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Para acoplar la solución (C5.2.H) con (C5.2.5) hemos de irnos a valo-
res pequeños de n (^  *c) con la ecuación (CS^.H) y a valores grandes de x 
(^  ÍAT) con la ecuación (C5.2.5). En esta zona intermedia ambas solucio-
nes han de coincidir, lo cual nos permitirá obtener los valores de oQ y cu. 
El desarrollo (C5.2.4) para valores de n+Se,x queda: 
3 3 
y - ¿Wz {2ana1+2^ - í í » m Í Ü S > £ > -V? í í i In x + 0(c) 
c
 °
 0 1
 ° 1+1 (j+D«0 5+1 
mientras que el desarrollo (C5.2.5) queda: 
y + _i_-/F — In2-»T — ln x + 0<e) 
S
 2 j+1 j+1 
Al identificar términos de orden unidad obtenemos: 
1 
con lo que las soluciones quedan: 
2 2 /J j+1 j + 1 /J 5+1 
y - i-* - J¡L J L in 2 - 'jZ-JLin x + 0(e) 
2 /2 j+1 iT j+1 
Vemos que los términos en ln x se identifican en ambos desarrollos y 
para que se identifique el término constante ha de ocurrir que: 
> 1 = --L_ (i.-J-iaÜJ**!} 
2 j+1 (j+lVT 
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con lo cual obtenemos: 
/ T ' j l 
- ve 3 
'í 2 ! + J_ ta <±*>£-j+i Cj+2)VT í (C5 .2 .6 ) 
y la solución en torno al punto critico queda: 
y = fz 
/2" j+1 /£"(TH. Ü l ) 
/2 
(C5.2.7) 
La solución (C5.2.7) en torno al punto crítico no es válida para 
n % l//e"ya que los dos términos, el de orden unidad y el de orden vct 
se hacen del mismo orden y el desarrollo no es convergente. Puesto que 
n *\» l//e" significa 1-V de orden unidad, vamos a ver en que se convierte 
la ecuación (C3.38) para V-1 de orden unidad y P ^  e y 9. *v* como ante 
riorroente. 
Haciendo: P = ey 
e0 = - T 5 a0 
V-1 de orden unidad 
la ecuación (C3.38) queda: 
¿y- 2y, 
dV 
P— ; v = MV2 
Para calcular la constante M hemos de acodar con la solución en tor-
no al punto crítico. 
Para V + l - i T n 
y •*• M - 2/cnM 
-8«+-
Dado que M puede ser una constante con términos de orden unidad y de 
orden pondremos: M = M. + con lo que tenemos: 
y * MQ + /¿(^ - 2MQn) 
La solución en torno al punto critico, para n grandes queda: 
i *7 i 
2 ¿2 3+1 
ln /2(H-1) -/r e TI 
acoplando ambas soluciones tenemos: 
*-f 
^-T j+1 ln y-f( i+i>. 
La solución queda: 
y P = < 2 V 2 j+1 Y e (i+1) > V' (C5.2.8) 
Resumiendo tenemos: 
a) Proximidades de la onda de choaue incluyendo al nunto critico 
P = > (C5.2.9) 
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con n = *" y la onda de chocue está situada en n = ... 
JZ ' 2 
b) Solución válida para 1-V de orden unidad: 
P = -S-< 
2 
1-2 AÍH-1-ln -\/X (j+l) 
V 2 i+1 V e 
> V (C5.2.10) 
c) Autovalor 8, 
°o*-# -fFh^Hfr-ír) (C5.2.11) 
una vez que hemos obtenido el valor de P como función de V, vamos a 
obtener el valor de P. para lo cual utilizaremos la ecuación diferencial 
(C3.39) con los resultados obtenidos de la (C3.38). 
mos: 
Cuando nos encontramos en las Droximidades del punto critico tenía-
V • 1 - /e 
P = JL
 e + 0(e/F) 
2 
0
 /2~ 
Con estos valores, la ecuación diferencial (C3.39) queda: 
dR 
dn 
i(n - 1/^ 2") 
2 i i+1 
n + -
J
— n- * — 
¿2 2 
Como en el caso anterior el numerador y denominador de esta ecuación 
se anulan simultáneamente en n = 1/»^ , por lo que podemos escribir: 
- 8 6 -
dR 
c 
dT1
 „ + J+L 
¿2 
R = j ln { B(n + - Ü - ) } 
Como en la onda de choque es TI = 0+0(iT) y R = In ( ) + 0(e) tene-
c
 e 
mos: 
B = (-Í-) 2 O •
/2" 
e j+1 
con lo que la solución queda: 
Esta solución es válida desde la onda de choque hasta el punto criti-
co incluyendo a este. 
Cuando nos acercamos hacia los valores pequeños de V, es decir,neran 
des la solución anterior no es válida puesto que los dos términos anterio-
res se hacen del mismo orden; es decir, el primer sumando es del orden de 
ln e y el segundo de orden unidad para n de orden unidad, pero para 
n •*• 1//T este sumando nos queda de orden ln e, tan importante como el pri-
mero, por lo tanto la solución no es válida para r> •*• 1/vT. Dado que r\ •*• 
significa 1-V de orden unidad, vamos a escribir la ecuación diferen 
cial (C3.39) para 1-V de orden unidad, P *»» e y 6. *w Nos aueda: 
dR 
D 
dV V-l 
K ' *. + "> In(l-V) 
P 00 • 
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Para obtener el valor de R . acodamos esta solución con la obtenida 
CD* 
anteriormente v tenemos: 
V •*• 1 - /F 
R •*• R„ + —2— ln e + i ln n 
P -
 2 
mientras que acercándonos con la solución en torno al cunto critico has-
ta valores grandes de n nos queda: 
R •+ ln(—) + j ln(—-—) H l n n 
c
 e •?+! 
identificando términos tenemos: 
F = - _2í2_ in (_i_) - 5 in(5+l) 
Es decir: 
a) Solución válida cerca de la onda de choque, incluyendo al punto 
crítico 
R = ln(—) + i ln(l + ^ - 2 ~ ) ;
 n « - £ ^ - * 0(1) (C5.2.12) 
c 1+1 /é 
b) Solución válida cara (1-V) «v 0(1) 
R = - -2H- ln(—) + i ln(-Ü) (C5.2.13) 
2 2 1+i 
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A continuación vamos a calcular el valor de Z = Z(V), procediendo en 
forma análoga a los casos de P y R. 
En las proximidades del punto crítico, la ecuación (C3.26) con P=e/2; 
V=l-*Tn; 9Q=-J ^e/2 nos queda: 
i/*T dZ 
—£_ = / ra - ?/y* ) 
dn
 n+ — 
/2 
La solución de esta ecuación, con la condición de que en la onda de 
choque (n=0+0(/é))
 Sea Z =0, nos da: 
Z = 
c Vt [*> -j in(i+íH 
Esta solución de^a de ser válida para n ~ l/<7. Para 1-V de orden uni 
dad la ecuación (3.19) nos oueda: 
dZ 
dV 
. . ( i .
 nCL) JL + n/Z -i-
V 2 V V 2 1-V 
En esta ecuación hemos retenido términos de orden porque lo necesi 
tamos para poder hacer el acoplamiento. La solución de esta ecuación es: 
zp - z„ - (i - j^-p) ín v - j J X m(i-v) 
Acoplando esta solución con la anterior obtenemos: 
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Resumiendo nos queda: 
a) Solución válida en las proximidades de la onda de chooue incluven-
do al cunto crítico; 
Z.-i/ZZl/Fn-j ln(l+^Ll-) •m í+i ; n *
 1-v
 % 0(1) (C5.2.HO 
b) Solución válida cara (1-V) * 0(1) 
= _(1 _ iS^-) ln V - 5^ /ZI i aGpI -ill_) (C5.2.15) 
Hasta ahora no hemos utilizado la ecuación algébrica (C3.M-0). Esta 
ecuación aueda reducida a: 
lnP+-Hi . OEL R + J L L _ n r . ind.v) + 2(1 + j- , G I ) z = in(—> 
V 2 j+1 V 2 V 2 2 j+1 
(CU.2.16) 
Esta ecuación nos sirve Dará comprobar los resultados obtenidos. Si in 
troducimós las soluciones (C5.2.9), (C5.2.12) y (C5.2.14) en la ecuación 
(C5.2.16) se cumple idénticamente. Lo mismo ocurre si introducimos las solu 
ciones (C5.2.10), (C5.2.13) y (C5.2.15) en la ecuación (C5.2.16). 
La ecuación (C5.2.16), particularizada para V=0 queda: 
V T R- + 2(1 * VT1 ln M + -23—^/IE. _ + 2(1 + I A P ^ ) Z- = ln(—) (C5.2.17) j+1 
Si sustituimos los valores obtenidos de M. R y 2 en la ecuación 
(C5.2.17) también se satisface idénticamente. 
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A la hora de representar gráficamente las soluciones obtenidas hemos 
construido una solución uniformemente válida para todo V sumando las solu 
ciones válidas en cada zona y restándole los términos comunes. A continua 
ción damos la solución uniformemente válida para R y Z, obteniendo el va-
lor correspondiente de P de la ecuación (C5..2.16). 
R = - l n ( — ) + i ln I 1 +1/-^- •*•" I (C5.2.18) 
-«-Vt^'-MfFHHfF-ií (C5.2.19) 
Los valores de R y Z los obtenemos de estas ecuaciones y son: 
R„ = - •!» <-£.) + i ln [i + ,/X _J_* 
2 L V e 1+i 
(C5-.2.19) 
Z. = - 11/-=- ln | 1 + -\/— — I (C5.2.20) 
Las relaciones (C5.2.19) y (C5.2.20) difieren ligeramente de las ob-
tenidas anteriormente y coinciden con ellas si las desarrollamos para e-K). 
Utilizaremos estas expresiones, pues (C5.2.19) y (C5.2.20) dan una aproxi 
mación mejor que sus desarrollos. El valor de M se obtiene con ayuda de 
la ecuación (C5.2.17) y las ecuaciones (C5.2.19) y (C5.2.20). 
En la Fig. COU se ha representado el autovalor 8Q como función de y, 
dado por (C5.2.11). Como comparación se han representado en el mismo grá-
fico los valores de 8Q obtenidos mediante la integración numérica (C3.38) 
para y=1.2 y Y=l.^ (Welsh, R.L.; 1967). 
En las Figs. C05, C06 y C07 se han representado los valores de R 
00 
(C5.2.19), Za (C5.2.20) y M (C5.2.17) como función de y, respectivamente. 
- . * 
- . 3 
e0 
- . 2 
- . 1 
i 
-
- 9 1 -
i l i 1 1 i O 
J=2 
~~ 
• 
J = 1 _ _ 
— • — • — ' a 
a 
O a VALORES OBTENIDOS DE LA INTEGRACIÓN 
NUMÉRICA (WELSH (1967)) 
VALORES OBTENIDOS CON LA SOLUCIÓN 
ASINTOTICA PARA T - 1 « 1 
1.1 u 
Fig. COU.- Autovalor 6- como función de la relación de calores esoeclficos 
Y» en los casos cilindrico 0«1) y esférico (1=2). Solución asin_ 
tótica ©ara valores de Y oróximos a la unidad. 
1. 
Fig. C05.. 
1.1 
6 
S 
B 
4 
3 
2 
\ ' ' 
» i
 f
Pac>^ 
"a 
l 1 
i i 
l i 
> i 1 
O VALOR EXACTO ( j = 2 ) ZEL'DOVICH 
1RAIZER (1967) . 
_ 
-
^ ^ * ^ * ^ * - ^ ^ "*" - * * *»*^ T 
i l l 
u u 1.4 
Cociente de densidades (pm/pQ • exn(lO) cono ^unción d« la rela-
ción de calor*?? «pnecí^icos y, «n les caso* e,í.lJ.nHr.{eo (•'•!) v 
esférico (-1*2). Solución asintótica nara valores de Y nróximos a 
la unidad. 
i. u u u f 1.4 
Fig. C06.- Z como función de la relación de calores específicos y, en los casos 
cilindrico (j*l) y esférico (1=2). Solución asintótica oara valores 
de y próximos a la unidad. 
i. u « u j u 
Fig. C07.- M como función de la relación de calores específicos y, en los casos 
cilindrico (1=1) y esférico (1=2). Solución asintótica para valores 
de y próximos a la unidad. 
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En la Fig. C05 se ha representado también el valor de Rm correspondiente 
a Y=l.^ y j=2, obtenido por integración numérica de las ecuaciones. 
(Zel'dovich, Ya. y Raizer, Yu. P.; 1967). 
En las Figs. C08, C09 y CIO se han representado las funciones P(V), 
R(V) y Z(V) para distintos valores de Y. Estas curvas han sido represen-
tadas con ayuda de las ecuaciones (C5.2.16), (C5.2.18) y (C5.2.19). 
6.- PUNTOS CRÍTICOS. 
Los puntos críticos, donde se anulan simultáneamente numerador y de-
nominador de la ecuación (C3.38), son: 
- El origen, V=0; P=0 (C6.1) 
-Los puntos V=l; P=0 ; V=l-eQ; P=0 (C6.2) 
- Los puntos de coordenadas (V,P) dados por las raices de la ecua-
ción: 
(V-V*)(V-V*)(V-V3) = 0 (C6.3) 
junto con 
V(V-l)(V-l+6n) 
P = 2- (C6.4) 
Y(j+DV+28n 
Las raices de (C6.3) y sus correspondientes valores de (C6.I+) son: 
A JY + » 0(Y-2) ± y f ^ + e o ( Y " 2 ) } 2 + 8VY 
Vl,2 = 
2JY 
(VÍ 0 ~ *> 
P* = hl 
1
»
2 
r (C6.5) 
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1 j , , , , r 
T 1 1 1 1 1 — i r 
Fig. C08.- P como función de V oara distintos valores de la relaciSn de 
calores esüeclficos Y , en los casos cilindrico (1=1) v esfé-
rico (j=2). Las lineas de trazos representan la posición de 
la onda de choque en el olano V-P. Polución asintótica r>ara va 
lores de y oróximos a la unidad. 
Fig. C09.- R como ^unción de V oara distintos valores de la relación de ca-
lores específicos yt en los casos cilindrico (i»l) y esférico 
(j=2). Las lineas de trazos representan la posición de la onda 
de choque en el plano V-R, Solución asintótica ^ara valores de 
Y próximos a la unidad. 
-96. 
Fig. CIO.- Z como función de V para distintos valores de la relaci6n de ca 
lores específicos y, en los casos cilindrico (1*1) y esférico 
(j=2). Solución asintdtica para valores de y próximos a la uni-
dad. 
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2(i-en) v (v,-i)(v,-i+en) 
v = 2
 ; P = _±_i 2 2 — (ce.6) 
j(Y-l)+(Y+D Y ( J + D V 3 + 2 9 0 
La solución de (C3.38) ha de pasar por uno de los dos puntos críti_ 
eos dados por (C6.5). Este punto lo designaremos siempre por (V*,P*),in 
dependientemente de que corresponda al signo más o al signo menos de 
(C6.5). 
La solución de (C3.38) no pasará por los puntos críticos V*l, P=0; 
V=l-eQ, PsO, puesto que el valor mSximo de V se alcanza en la onda (V=Vg= 
= 2 / ( Y + D ) . Dado que Y es siempre mayor que la unidad y ^ O , nunca se al 
canza V=l y por lo tanto nos despreocupamos de este punto. 
En el entorno de los otros cuatro puntos críticos (C6.1), (C6.5) y 
(C6.6), la ecuación (C3.38) toma la forma: 
_dy_
 = ax + by ( c 6 # 7 ) 
dx ex + ey 
siendo y=P-P_; x=V-V ; V y P representan los valores de V y P en cada 
uno de los puntos críticos. Los coeficientes valen: 
a s 2YP^+6nP Í 2 ( Y - 3 ) V - +5 -P (V -1) { [ 2 + ( Y - 1 ) J ] (3V - l ) - 4 } (C5.8) 
b = 2P„ ÍY(V -1) + 6 . } (C6.9) 
c e u 
c = (V -1) {Y(j+l)P -(V -1)(3V -l)-6n(2V -1)} (C6.10) 
c c e c u c 
e = (V - i ) {T(j+i)V +26.} (C6.l l) 
e c o 
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Para el punto crítico situado en el origen no son válidas estas expre_ 
siones. Sus valores se darán a continuación. 
Dependiendo del valor de los coeficientes a, b, e y e, el punto críti 
co puede ser un foco, centro, nodo, puerto o punto regular. En nuestro ca-
2 
so se cumple siempre que (b-c) +4ae > 0 (lo contrario implicarla la no exis 
tencia de la pendiente en el punto crítico,(váase (C4.2)). Entonces el pun 
to crítico será un puerto, si además ae-bc > 0; un modo estable si ae-bc<0 
y b+c < 0; un nodo inestable si ae-bc < 0 y b+c > 0; y un punto regular si 
ae-bc = 0. Los Índices de Poincaré de cada uno de los puntos críticos son: 
puerto i=-l; nodo i«+l; punto regular i=0. 
a) Proximidades del origen: V =0, P =0. 
c e 
En este caso los valores de a, b, c y e no se pueden obtener directa-
mente de las expresiones (C6.8) a (C6.ll), que no son válidas cuando P =0 
((C6.8) y (C6.9)) y V,=l ((C6.10) y (C6.ll)). Para V =0 y P =0 se obtiene: 
a = 0; b = 2(e0-l); c = eQ-l; e = 260 (C6.12) 
2 2 
como (b-c) +4ae = ^ Q " 1 ^ * ° 
ae-bc = -2(8Q-1) < 0 
b+c = - 3(l-eQ) < 0 
el origen es un nodo estable. 
De la ecuación (C4.2) se deduce: r <> 
ce -o ± (e -D- _£L-
(-^-). . = — ° - 2 — = J
 2en > 
dV 0,0 46. 
(C6.13) 
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Fig. Cll.- Esquena de la singularidad en el origen (V«0, P*0). 
Oí 
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• 
J = 1 
J=2 
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-" ' r " 
_ 
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i 
1.5 2.5 3.5 
Fig. C12.- AutoTalor 6Q como función de la relación de calores esoeclflcos y, 
Las lineas discontinuas representan 0Q*9g(y) obtenido de la ecua-
ción (C6.2«0. 
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p(r,t) P.eKpj-[(60+n-)/(i-e0)]4-ls 
p(r,t) = Mp (-
C p 
u 
-) exp 
i-e. 
(Y+2)e0+JY-28g(l+2M) 
1 - 6 , 
c t 
u 
(C6.19) 
(C6.20) 
siendo 
C = C exp {(l-e.)Z_ }; p. = p„ erto(R ) 
b) Proximidades de los puntos (V^ -, P^^ _) y (Vg, P ), 
Los coeficientes (C6.8) a (C6.ll), que determinan el tipo de singula-
ridad en las proximidades de estos puntos, varían de modo continuo con la 
relación de calores específicos y. para que el tipo de singularidad cambie 
en un valor de y, es necesario que para ese valor de y coincidan dos rai-
ces de las tres dadas por (C6.5) y (C6.6). 
Si tomamos una curva cerrada que incluya en su interior a los tres 
puntos críticos, su índice de Poincaré (suma de los índices de cada punto 
crítico aislado) Dermanece constante, aunque los tipos de singularidad en 
cada punto cambien. 
Con los resultados obtenidos para el caso r*ít podemos describir el 
tipo de singularidad de cada punto crítico. Fl punto crítico por donde p¿ 
sa la solución de (C3.38), (VL, pi^» es el correspondiente al signo "mas" 
de la raíz cuadrada en (C6.5). La singularidad en este punto es un puer-
to (i=-l). Los otros dos ountos críticos, correspondientes a(V_, P.) (si*^  
no "menos" en (C6.5))y a (Vg,?,) (C6.6), son nodos estables (i=+l). La po_ 
sicién relativa de la coordenada v de estos tres mmtos críticos es v" < 
< V' < V-, El índice de Poincaré de la curva cerrada que enrlobe a las 
tres singularidades es i_ = 1 + 1 - 1 = 1 . 
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Con los resultados obtenidos en el caso y-"» , el ounto crítico oor don 
de pasa la soluci5n (V', P-), es ahora el correspondiente al signo "menos" 
de la raiz cuadrada de (C6.5). La singularidad en este nunto es un nodo esta 
ble (i=+l). Los otros dos puntos críticos son: un nodo estable (i=+l) el co-
rrespondiente a (V' p") (signo "más" en (C6.4)), v un nuerto (i=-l) el co-
rrespondiente a (V3,P_). La t>osici6n relativa de la coordenada V de estos 
tres puntos es ahora: V^ < V. < V*. El índice de Poincaré para los tres pun-
tos críticos es, como en el caso anterior, i- = +1. 
En ambos casos, r+í y Y"**°, la pendiente con que la solución de (C3.38) 
* *\ 
pasa por el punto crítico, (V., P.), es la correspondiente al signo "menos" 
de la raiz cuadrada en (C4.2). 
En los casos en que Y=1.2, 1.4, 5/3 y 3, se conoce el valor de 6Q por 
integración numérica de las ecuaciones (Welsh, R.L.; 1967), (Guderley, G.; 
1942), (Butler, D.S.; 1954), (Whitham, G.B.; 1974). Para Y=1.2, 1.4 y 5/3 tc_ 
do ocurre como en el caso expuesto de y+1 y, por el contrario, para Y=3 todo 
ocurre como lo expuesto en el caso y** . 
Dado que la posición relativa de los puntos críticos pasa de ser V_ < 
< V* < V3 a V. < V3 < V , la raiz V se iguala primero a V. y después a V-
para dos valores de Y , Y * y Y , respectivamente, que han de estar comnrendi^ 
dos entre 5/3 y 3. Antes de que las raices V' y V* coincidan sus singularida_ 
des son un nodo (i=+l) y un puerto (i=-l) respectivamente. Cuando Y=Y *, 
V = V^ y el índice de Poincaré de las dos singularidades es nulo; por lo tan_ 
to, el punto crítico correspondiente a V3 sigue siendo un nodo (i=+l) oara que 
el índice de las tres singularidades se mantenga constante e igual a 1. Cuan-
do Y ! < Y * y
 2 1* posición relativa de las tres singularidades es V* < V < 
< V_; siendo ahora la singularidad correspondiente a V. un nodo (i*+l), la co 
rrespondiente a V. un puerto (i=-l) y la correspondiente a V¿ todavía un nodo 
(i=+l), ya que no se ha igualado a ninguna otra raiz y no ha podido cambiar de 
tipo de singularidad. V2 tiene que ser ahora un puerto (y por lo tanto V' un 
nodo), porque en caso contrario no habría posibilidad de que V se hiciese ma 
yor que V3, ya que cuando V^ = V3 el índice de Poincaré de las tres singulari_ 
dades no sería +1. 
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* * 
En las Figs. C13 y C14 se han representado las tres raices V V y 
V„ como función de Y con ayuda de los resultados obtenidos en los dos ca_ 
sos resueltos (Y •* 1 y Y "*• ") y los valores de 6Q que se conocen Dará 
Y=1.2, 1.4, 5/3 y 3. 
Obsérvese que cuando y < Yel» V* está dada por (C6.5) con el signo 
wmSa^, mientras que para Y > Y_i esta dada por la misma ecuación con el 
signo "menos". Por lo tanto, podemos escribir la raiz V- de la forma: 
* 1 1+ 
e0(Y-2) 
^cl"Y 
1+ 
e0(Y-2) 
ir 
26. 
(C6.21) 
ÍY 
* _*, 
La pendiente de (C3.38) en el punto critico (V., P^) es: 
( dP }» = b - c - V(b-c)2 + *»ae (C6.22) 
dV 2e 
Las ecuaciones (C6.21) y (C6.22) son válidas para todo Y(1 * Y * • ) . 
En:la Fig. C12 se ha representado el valor de 8Q como función de Y 
con los resultados obtenidos para y •*• 1 y Y •*•"', así como con los cono 
cidos en la literatura para Y=1.2, l.t, 5/3 y 3. 
En la Fig. C15 se han representado las tres singularidades correspon 
dientes a ^ i v 2 7 V3 en-los casos: Y < Y ^ ; Ycl < Y < Y ^ y Y > Yc2» 
Cuando Y = Y *» vj = V » al anular el radicando de (C4.1) o (C6.5) se 
obtiene t 
90 = " J Ycl / (^cT + ^ ; Vl = V2 = ^ ^'^T + ^  (C6.23) 
En las Figs. C13 y ClM- ouede observarse que los valores de y
 t en los 
1. U 18 22 2.6 3. T 3-A &8 **2 
Fig. C13.- Coordenada V de loa ountos críticos como función de Y. Caso cilindrico. 
1. 1.4 1.8 2¿ 2.6 T 3. 3.4 3.8 4.2 
fig. &«».- Coordenada V de los ountos críticos como función de y. Caso esférico. 
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T < T e 1 
V2 vi 
Tci<T <TC 2 
Fig. C15.- Posición relativa de los puntos críticos en los casos Y < T « > 
A ti 
y Y > Y «• ka soluclfln buscada ©asa por (V^, P,), Tci * y * Yc2 
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dos casos, cilindrico y esférico, prácticamente coinciden. En el caso esfé-
rico, (j=2), el valor de y * ha sido acotado por Welsh (Welsh, R.L.; 1967) 
entre 1.865 < y
 1 < 1.875. 
7.- CONCLUSIONES. 
Con lo expuesto en este capitulo, se obtiene una idea clara de como d« 
be realizarse la integración numérica de las ecuaciones que determinan el 
campo fluido detrás de la onda de choque en las últimas etapas de la implo-
sión. 
Cuando la onda de choque llega al centro (R =0), la zona de validez de 
la solución de semejanza (que es del orden de R ) tiende a cero y la solución 
s 
que se obtiene para £ •*• • (V -»• 0 ) , dada por las ecuaciones (C6.14), (C6.15) 
y (CB.16), representan el campo fluido que existe en las proximidades del ori_ 
gen en el instante en que se inicia la reflexión de la onda de choque. Por 
la rápida evolución de este campo fluido, el campo con que se encuentra la on_ 
da reflejada no es éste, sino que es el determinado por la solución de 
(C3.38) continuada para valores negativos de V. Puesto que la integración nu-
mérica falla al acercarse al punto critico (0,0), es necesario utilizar el 
comportamiento (C6.1*0 a (C6.16) para pasar analíticamente desde valores pe-
quemos positivos de V a valores pequeños negativos y continuar después la in 
tegración numérica. El estado del fluido que encuentra la onda de choque re 
fiejada y la distribución de presiones, densidades y velocidades detrás de 
ella, se analizará en un trabajo posterior. 
La solución asintótica para y-*l, nos permite obtener una solución anali 
tica de las ecuaciones (C3.38), (C3.39) y (C3.40), aparte de proporcionarnos 
unas expresiones analíticas para el autovalor 8- y las constantes R^, M y Z B 
en la zona de validez de la solución. 
Según se observa en la Fig. C12, el valor real de 8Q como función de y 
y el valor aproximado de 8Q en las proximidades de y < * Qns-iy/(.¿Y + */2) re 
presentado por lineas discontinuas, prácticamente coinciden en un margen re-
lativamente amplio de y alrededor de y «. Por lo tanto, tenemos determinado 
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de una forma aproximada el valor del autovalor 6Q desde Y=1 hasta valores 
de Y a 2.5. Para i=l la aproximación anterior (C6.23) es me-ior que para 
3=2. 
Los resultados del análisis numérico que se esta realizando, nos per 
miten obtener los valores de y .y y , en los casos cilindrico y esférico. 
Estos valores se adelantan en la tabla C04. 
í 
1 
2 
Ycl 
1.9095 
1.8697 
Yc2 
2.3677 
2.2216 
Tabla C04.- Valores de Y donde cambia el tipo de singularidad 
de los puntos críticos. Caso cilindrico (i=l) y 
esférico (i=2). 
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APENDICE C-I 
1.- INTRODUCCIÓN. 
En este apéndice calcularemos las trayectorias de las partículas flui 
das, esto es, la evolución temporal de los radios de las distintas capas 
fluidas. Una vez conocidas estas trayectorias, podremos determinar la evo-
lución temporal de la presión a que están sometidas las mismas. 
Si sometemos una esfera (cilindro) de radio R« a una ley de presiones 
• exterior, p (t), idéntica a la que esta sometida una capa fluida, que se 
s 
mueva de acuerdo con la ley que se obtenga mediante la solución de semejan 
za, esta solución de semejanza describirá todo el proceso implosivo en la 
esfera. 
2.- TRAYECTORIAS. 
Las trayectorias de las partículas están dadas por la ecuación, 
dr 
2- =
 u (r (t),t> (C-I.l) 
dt p 
Mientras la onda de choque no alcance un radio determinado, todas 
las partículas que se encuentran en este radio permanecen en él. Cuando 
las partículas son alcanzadas por la onda de choque, ésta las pone en mo 
vimiento de acuerdo con la ecuación (C-I.l). 
Si utilizamos las variables 5 y •, dadas por (C3.*0 y (^ .3) respec-
tivamente, la ecuación (C-I.l) toma la forma: 
<Up/ (5 -*(5 )> = - {l/(l-e0)> (dt/t) (C-I.2) 
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ecuación que, escrita en las variables de semejanza (C3.16) y (C3.19), se 
reduce a, 
Z 
, P 
_t_ exp { ce0-i) dZ 
l-V(Z) 
(C-I.3) 
donde: 
Z 
f P 
w^ • - V(Z)dZ/{l-V(Z) } 
Jo 
o bien: 
ln(rp/rp0) = Z + {l/(l-60) }ln(t/tQ) 
(C-I.4) 
Las ecuaciones (C-I.3) y (C-I.*0 proporcionan la ecuación de las tra 
yectorias en forma paramétrica. 
El instante tQ es aquél en el que la onda de choque alcanza a la par 
tícula. En ese instante, el radio de la partícula coincide con el de la on 
da (r - = R (t_)). Con ayuda de (C3.14) se puede escribir: pu s u 
i-e( 
Cto - r Po 
C-I.5) 
Cuando la onda de choque llega al centro (t= 0 ), la capa fluida que 
se encontraba en r = r . en el instante de naso de la onda (t=t„), se en 
p pu u * — 
cuentra ahora a una distancia del centro r =r _ dada por (C-I.U) particu-
P P-
larizada en t=0 (Z •*• «), es decir 
CrpF/rpO) = 6 
K 
-111-
donde K viene dado ñor: 
K = - v(Z)dZ/{l-V(Z)} (C-I.6) 
0 
K es un valor finito que depende únicamente de la relación de calores es-
pecíficos y y de 5» 
3.- PRESIÓN A QUE ESTA SOMETIDA LA CAPA FLUIDA. 
Una capa fluida que no ha sido alcanzada por la onda de choque, se 
encuentra en reposo a presión nula. Cuando la onda de choque llega a su 
posición, su presión sube bruscamente al valor que tiene inmediatamente 
detrás de la onda. Posteriormente su presión evoluciona de acuerdo con 
la ecuación: 
Pp * Pp <rp(t),t} 
donde r = r (t) es la ecuación de la trayectoria de la capa fluida. 
De acuerdo con las definiciones ("+.3), la presión se puede escri-
bir como: 
pp {rp(t),t> * P0D2(t) f(C) (C-I.7) 
ecuación que, escrita en variables de semejanza (C3.17) a (C3.19), se 
reduce a: 
p (t) = p.D2(t)P(Z ) exn {2Z +R(Z )} (C-I.8) 
P " P P • P 
donde Z (t) se obtiene de (C-I.3). 
D 
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Dividiendo (C-I.7) por el valor que tiene en el instante en que la 
partícula es alcanzada por la onda (t=tQ), y teniendo en cuenta (C3.34), 
(C3.35), (C3.37) y (C-I.4), se obtiene: 
<Vt)/ppo(to} )= I 1 P ( Z P ) exp { 2 ( 1-vyR% ) + 2vn ( rT/ r Po ) } 
(C-I.9) 
La ecuación (C-I.9), junto con la ecuación de la trayectoria (C-I.3), 
permite obtener la ley de presiones a que esta sometida una partícula flui_ 
da en funci6n del tiempo. 
Cuando la onda de choque llega al centro (t=0), hemos visto que la ca 
na fluida se encuentra a una distancia del centro dada ñor (r _/r - ) . En 
pF po 
ese mismo instante, la presión a que esta sometida la cana fluida viene da 
da por: 
(p
 p/p Q) * 2 Ü M exp {2(l-e0)ZC9+Re9+290K> (C-I.10) 
para obtener estas expresiones hemos utilizado las ecuaciones (C6.HO, 
(C6.15) y (C6.16). 
A continuación se determinan las trayectorias y presiones de una par-
tícula fluida en los casos limites y •*• m y ( Y - D "•" °» 
4.- TRAYECTORIA Y PRESIÓN DE UNA PARTÍCULA FLUIDA EN EL CASO y •» «>. 
En la sección (5.1) del capítulo C se ha visto que cuando Y**0» VVP'fcR'v» 
M./-y •*• 0. En estas condiciones, la ecuación (C-I.3) se reduce a: 
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t/tQ = exn{ (60-l)Z } (C-I.ll) 
mientras que la ecuación (C-I.4), en primera aproximación nos dará: 
l°(rp/rpO) = .° *' rp = rp0 (C-I.12) 
es decir, las partículas no se moverían al paso de la onda de choaue. 
Si retenemos un término más (del orden de 1 / Y ) , escribiendo: 
P P0 y P 
(C-I.13) 
la ecuación (C-I.4) se reduce a: 
TV(Z)dZ = -pp = yil 2-) 
rn0 
(C-I.li*) 
La presión a que esta sometida la partícula fluida (C-I.9), para 
Y "*" • queda reducida a: 
Pp0(t0) 
YP(Z ) 
E- exp{2(l-60)Z } (C-I.15) 
su valor cuando la onda de choque llega al centro (C-I.IO) se reduce a: 
(pDF/T5o0) = (M/2) «ro{2(l-e0)Z,,} (C-I.16) 
donde M v Z_ están dados en la tabla C03. 
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En las Figs. C-I.Ol y C-I.02 se han representado la trayectoria y ore 
sión de una partícula fluida, respectivamente, como función del tiempo. En 
la Fig. C-I.Ol no se ha representado exactamente la trayectoria puesto que 
en primera aproximación es r = r_Q, sino que se ha representado el térmi-
no de perturbación f(l-v /r
 Q ) . Para la representación de estas curvas se 
han utilizado los valores numéricos dados en la tabla C02. 
5.- TRAYECTORIA Y PRESIÓN DE UNA PARTÍCULA FLUIDA EN EL CASO (y-1) •» 0. 
En el caso asintótico (Y-1) •*• 0 la expresión de Z como función V la he 
mos obtenido mediante dos desarrollos asintóticos, válidos en distintas zo-
nas del intervalo 0 < V < 1, y dados por las ecuaciones (C5.2.14) y (C5.2.15), 
En las proximidades del punto crítico y hasta la onda de choque obtuv£ 
mos en (C5.2.1U): 
z(n) * ^ L { /2 n-i m d + -ÜJ1-) > 
/2 j+1 
siendo n = (1-V)//T v 0(1). 
Según esta ecuación, (C-I.3) se reduce a: 
d{l»<t / t 0 )> = - { 1 í j J & S j l L - (C-I.17) 
(j+i)+/5*n ¿2 n 
y (C-I.H) se reduce a: 
d {ln(r / r
 ft)} = - {1 3 } JáñjÚ. 
p p 0
 ( Í + 1 ) + / 2 T I ¿2 n 
(C-I.18) 
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j¿ i i 1 i 1 1 1 1 1 1 r 
Fig. C-I.Ol.- Trayectoria de las canas fluidas en los casos cilindrico (-1*1) y 
esférico (1*2). Solución válida para valores grandes de y . 
T I 1 1 l 1 1 1 1 T 
Fig. C-I.02.- Presión a que están sometidas las canas fluidas en los casos cilin-
drico O s l ) y esférico (í=2) como función del tiemoo. Solución váli 
da para valores grandes de y» 
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Es decir, para V-l * 0(.ve) las trayectorias serían rectas (r /r, D' APO 
= t/tQ). De (C-I.17) y (C-I.18) se obtiene: 
ln(t/tQ) = ln(rp/rpQ) = -
fnP 
Jr\, 
{ 1 - — I l*k£j!l (C-I.19) 
(j+1) /2l) ¿2 n 
donde tu es el valor de n cuando Z=0; tu 
La ecuación (C-I.19) se puede integrar para darnos: 
ln(—£-) = l n ( — ) = -
rp0 t0 1+1 
2% 
ln( 2_>)+j ln 
(5+1)+*^" IL 
E 
(j+l)+/£72 
• (C-1.20) 
Cuando (1-V) * 0(1), la ecuación (C5.2.15) nos dá: 
Z = - (1 - j/eTS") ln V - j/e/T ln { v ^ (l-V)/(j+l)} 
Según esta expresión de Z(V), la ecuación (C-I.3) se reduce a: 
d íln(t/t0) } = dV/V(l-V) - j/ÉTF dW(l-V)' (C-I.21) 
mientras que (C-I.U) queda: 
d íln(r /r
 n)> = dV/(l-V) - i'/iT? dV/(l-V)2 
P P° 
(C-I.22) 
Dado que estas ecuaciones no son válidas cerca de la onda de choque 
(Z=0), van a quedar indeterminadas a falta de una constante de integración. 
Constante que determinaremos al acodar con el desarrollo (C-I.21). 
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Las ecuaciones (C-I.21) y (C-I.22) quedan: 
ln(t/tn) = ln V - ln (1-V ) - i/e?2" / (1-V ) + C, (C-I.23) 
o p n p i 
ln(r /r
 n) = -ln(l-V ) - j/iT? / (1-V ) + C, (C-I.24) 
p pü p p ¿ 
La ecuación (C-I.20) desarrollada nara n grande se reduce a: 
p -
ln(t/tj = ln(r_/r „) -• - ln n - — ln(—) - ^ - ln(—)- - J 0
 P PO - p .+1 ^ i+1 .+1 ^ 
p 
(C-I.25) 
mientras que (C-I.23) y (C-I.24) desarrolladas para (l-v_) pequePas 
(V -*• 1-/E" n) quedan: 
ln(t/t.) •*• - ln n - ln Ji 2 +0, (C-I.26) 
0 p
 /2"n 1 
ln(r /r .) + - ln?) - ln Jz 3 + c, (C-I.27) 
P P° P /2n 
P 
Puesto que (C-I.26) y (C-I.27) han de acoplar con (C-I.25), las cons_ 
tantes C* y C« son: 
C = C. = 1>2 ln-W — + — J — ln(l+i) (C-I.28) 
¿
 1+1 Y 2 j+1 
Con (C-I.29), (C-I.23), (C-I.2I+) y (C-I.28) construimos unas solucio-
nes uniformemente válidas para todo V, que se reducen a: 
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lnír/r^) = -
j+1 
< ln 
2(1-V ) 
p + -fin 
(i+l)+(l-V )/2/e 
p 
(i+1) + /c/2 
>(C-I.29) 
ln(t/tn) = ln{V /(l-e/2) } + ln(r /r n) 
O p p pO 
(C-I.30) 
Las ecuaciones (C-I.29) y C-I.30) representan la ecuación paramétri_ 
ca de las trayectorias de las partículas fluidas. En la Fig. C-I.03 se 
han representado las trayectorias de las partículas, dadas por las ecua-
ciones anteriores, para distintos valores de y (Y= 1+e). Cuando Y=1 (e=0) 
las trayectorias se reducen a (r /r Q) = (t/tQ), según se deduce de 
(C-I.23), (C-I.24) y (C-I.28). 
Cuando tsO (V =0), de (C-I.29) se obtiene: 
P * 
ln(r _/r•
 ft) = K = — i — { -Ü2-..ln(e/2) + jln(1+l)> 
p F p 0
 j+1 2 
(C-I.31) 
Pa 'a determinar la presión a que están sometidas las partículas flui_ 
das, utilizaremos la ecuación (C-1.9), que se puede escribir de la forma: 
{P(t)/p„n(tn)} * P(V^) exp {2(l+5^e72")Z(V )+R(VTN)-2i*^72"ln(r /r n)} p pu u P P P P Pu 
(C-I.32) 
donde P(V ), Z(V ), R(V ) v (r /r
 n ) , así como V (t), están dadas en p P p - p p u » p * 
(C5.2.16), (C5.2~.18), (C5.2.19), (C-I.29) y (C-I.30) respectivamente. 
En el instante en que la onda de choque llega al centro (t=0) se ob 
tiene (C-I.10): 
(p
 F/p 0) = M exp {2(l+;j»/e72")ZsB+Rje-2j/e72" K) (C-I.33) 
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t. T 1 1 1 r 
t/t0 
t/t, 
Fig. C-I.03.- Trayectorias de las capas fluidas en los casos cilindrico 
0=1) y esférico (1=2). Solución válida oara y nróximo a 
la unidad. 
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Los valores de M. Z , R y K están dados por (C5.2.17), (C5.2.19) 
(C5.2.20) y (C-I.31). 
En la Fig." C-I.OH se ha representado la presión a que están sometí 
das las partículas fluidas como función del tieiroo, para distintos valo 
res de y (y = 1+e). 
Fig. C-I.OH.- Presión a que están sometidas las cacas fluidas en los casos 
cilindrico (i=l) y esférico (1=2), como función del tiempo. 
Solución válida para y próximo a la unidad. 
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